Riemannsche Flachen
&

algebraische Kurven

D. van Straten

Institut fiir Mathematik

Johannes Gutenberg Universitit
Mainz, Februar 2012






Inhaltsverzeichnis
Vorwort
Einleitung

§1. Aus der Funktionentheorie
(1.1) Holomorphe Funktionen . . . . .. ... ...............
(1.2) Meromorphe Funktionen. . . . . . ... ..............
(1.3) Ordnung von Null- und Polstellen . . . . ... ..........
(1.4) Divisoren . . . . . . . ...
(1.5) Differentiale und Residuen . . ... ... .............
(1.6) Satz von MITTAG-LEFFLER . . . . . . . . . o v i v v v oo ..
(1.7) Funktion mit vorgegebenen Divisor . ... ............
(1.8) Riemannsche Abbildungssatz . . . . .. ... ...........
(1.9) Harmonische Funktionen . . .. ... ... ............

(1.10) Das Dirichletsche Prinzip . . . . . ... ..............

§2 Riemannsche Flichen und algebraische Kurven
(2.1) Definition und erste Beispiele . . . . ... ... ... .......
(2.2) Holomorphe und Meromaorphe Funktionen . .. ... ... ..
(2.3) Analytische Funktionen im Grossen . . . . . ... ... ... ...
(2.4) Riemannsche Fldche einer algebraischen Kurve . . . . . . ... ..
(2.5) Differentiale auf Riemannschen Flachen . . . . . ... ... ...
(2.6) Holomorhpe Abbildungen zwischen Riemannschen Fldchen . .
(2.7) VerzweigteUberlagerungen . . .. .................
(2.8) Satz von Riemann-Hurwitz . ... ... ... ... ........
(2.9) Die Monodromiegruppe einer verzweigten tiberlagerung . . . .

(2.10) liberlagerung und Korpererweiterung . . . . . ... ... ...

§3. Analysis auf Riemannschen Flichen
(3.1) Weihnachtsintermezzo . . . . ... ... ... ... .. ......
(3.2) Analysis auf Mannigfaltigkeiten . . ... ... ..........
(3.3) Homologie und Kohomologie . . . . ... ..............

(3.4) Stern-Operator und Harmonische Formen. . . . . . .. ... ..

11
11
12
14
15
16
19
22
24
27
32



84.

(3.5) Der Fundamentalsatz . . . . ... ... ... ............. 111

(3.6) Komplexe Differentialformen . . . . ... ... .......... 114
(3.7) Satz von Riemann-Roch . . . . ... ... ............. 117
(3.8) Der Roch-Teil von Riemann-Roch . . . . ... ... ........ 120
(3.9) Die Perioden-Relationen . . . ... ... .............. 124
(3.10) Das Abelsche Theorem . . . ... . ... ............. 128
Anwendungen 134
(4.1) Umdeutung des Abelschen Theorems . . . .. ... .. ... .. 134
(4.2) Linearsysteme und Einbettungen . . . . .. ... ... ... ... 137
(4.3) Ebene algebraische Kurven . .. .................. 142
(4.4) Bézout, Clebsch und Riemann . . . . .. .............. 148
(4.5) Geometrie der Divisorenklassengruppe . . ... ... ... ... 154



Vorwort

Dieses Vorlesungsskript ist eine Ausarbeitung der Vorlesung Riemannsche Fli-
chen und algebraische Kurven wie ich sie im Wintersemester 2011/2012, sowie
in den zwei vorangegangenen Jahren, gehalten habe. Die Vorlesung richte
sich an Studenten am Ende der Bachelor oder am Anfang der Masterphase
des Studiums. Dabei wurde Vorwissen aus den Pflichtvorlesungen und eini-
ge Aufbauvorlesungen vorausgesetzt. Aus der Analysis auf Mannigfaltigkeiten
wurde eine gewisse Vertrautheit mit der Idee der Mannigfaltigkeit und dem
Cartansche Differentialformen-Kalkiil vorausgesetzt. Aus der Aufbauvorlesung
Funktionentheorie/Differentialgleichungen wurde die Entwicklung der komplexen
Analyis bis zur Residuen-Satz vorausgesetzt. Speziell aus der Aufbauvorlesung
Topologie wurden die Theorie der Fundamentalgruppe und Uberlagerungsrau-
me, Homologietheorie bis zum Mayer-Vietoris Sequenz und die Klassifikation
von Flachen gebraucht.

An dieser Stelle danke ich Renate Emerenziani fiir die Versorgung der Latex-
Erstfassung und Ben Anthes, Michael Bogner, Jorg Hofmann und Susanne
Miiller fiir ihre Hilfe bei der Korrektur. Fir Hinweise auf noch verbliebene
Fehler bleibe ich dankbar.

D. van Straten

Mainz, Februar 2012.



Einleitung

1. Vorlesung, Im Jahre 1851 legte der 24. jahrige BERNHARD RIEMANN in Gottingen seine
Mittwoch, Inauguraldissertation Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer
26.10.2011 vertinderlichen complexen Grosse vor. In dieser und in seiner 1857 erschienenen
(8-10 Uhr) Arbeit Theorie der Abel’sche Functionen begriindet Riemann einen vollig neuen,

geometrischen Zugang zu der Beschreibung von analytischen Funktionen.

BERNHARD RIEMANN

(1826-1866)
Vor allem die Ergebnisse von N. ABEL auf dem Gebiet der Additionstheoreme
diirfte ein Ansporn gewesen sein. Statt mit Formeln versucht Riemann ana-
lytische Funktionen durch ihr qualitatives Verhalten zu charakterisieren. Die
von Riemann angestofiene Theorie verlangte aber neuartige mathematische
Konzepte und Techniken aus der Topologie und Analysis, welche erst in der
nachfolgende Zeit entwickelt wurden. Erst nach HERMAN WEYLs Vorlesung und
seinem Buch Die Idee der Riemannsche Fliche fand die Theorie seinen logischen
Abschluss.

Die so enstandene Theorie der Riemannschen Flidchen verbindet so auf tiberra-
schende Weise verschiedene Gebiete der Mathematik, wie (komplexe) Analysis,
Algebra und Geometrie und besitzt grofies Anwendungspotential.



Die historischen Wurzeln der Theorie lassen sich bis ins 18. Jahrhundert zurtick
verfolgen, insbesondere zu den Additionstheoreme fiir elliptische Funktionen. Wir
sagen, eine Funktion ¢(u) besitzt ein Additionstheorem, falls es ein G(x,y) gibt,
so dass

p(u+0) = Glo(u), 9(v))
fiir alle u, v gilt. Das Standardbeispiel ist die Exponentialfunktion, fiir die gilt

Hier ist G(x,y) = x - y. Ein weiteres Beispiel ist die Sinus-Funktion, fiir die gilt
sin(u+v) = sin(u)-cos(v) + cos(u) - sin(v)

— sin(u)y/1— sin?(0) + /1 — sin(u) - sin(v),

wobei G(x,y) = x1/1—y2 + y/1 — x2. Dies ist eine algebraische Funktion und
wir sprechen vom algebraischen Additionstheorem. Diese Additionstheoreme
hédngen mit Additionstheoremen fiir Integrale zusammen, welche invers zu den

obigen Funktionen sind:
[ -
1t hot St

logx +logy = loguxy

/x at /y it /z dt
0 Vi—Z Jo V1-#2 0 V1-£2
wobei z = x1/1 —y2 + yv1 — x2. Also

arcsin(x) + arcsin(y) = arcsin(xy/1 —y2 + yv1 — x2).

Um 1750 entdeckte EULER, inspiriert durch FAGNANO, dass

/x dt +/y dt _/z dt
0o Vi—t2 Jo VI—H Jo V1I—#'

wobei

. xy/1T—y4+yvV1—x*
B 1+ x2y2

7

so dass die inverse Funktion ebenfalls ein algebraisches Additionstheorem
besitzt!

Nach diesem sogenannten elliptischen Integral wurden allgemeiner hyperellipti-
sche Integrale studiert. Diese sind von der Form

[
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wobei P(t) ein Polynom in ¢t ist. Noch viel allgemeinere Integrale der Form

/ R(t,s)dt,

wobei R(t,s) ein rationalen Ausdruck in s und f ist, welche durch eine polyno-
mielle Relation
F(s,t) =0

verkniipft sind, wurden von ABEL studiert. Man nennt w = R(t,s)dt ein
abelsches Differential auf der algebraischen Kurve F(t,s) = 0.

Ni1eLs HENRIK ABEL
(1802-1829)

Das Abelsche Additionstheorem

Zu jedem abelschen Differential w = R(t,s)dt, wobei F(t,s) = 0, existiert eine
natiirliche Zahl p € IN, so dass jede Summe von N Integralen sich auf eine Summe
von < p solchen Integralen reduzieren lisst:

X1 X2 XN
/ w—i—/ w+-~+/ w
a a a
1 Y2 Yp
= / w+/ w+~-+/ w+E
a a a

Dabei hiingen y1, . ..,y algebraisch von x1, ..., xyN ab und E bezeichnet eine elemen-
tare Funktion von x1,x3,...,XN-

Und Elementar heifst hier: algebraisch +log algebraisch.

Um solche Integrale genau zu definieren, werden wir uns mit der Topologie der
Kurve {F(t,s) = 0} C C? auseinander setzen miissen.

Schauen wir uns erst die Gleichung s> — t = 0 etwas genauer an. Das unten-
stehende Bild gibt an, wie die komplexe s-Ebene auf die komplexe t-Ebene
abgebildet wird. Die obere t-Ebene und ihr Urbild in der s-Ebene wurden
schraffiert wiedergegeben.



L-Eheue

Beachte, dass bei Umlauf um t = 0 die beiden Losungen von s2 = t vertauscht
werden! Wir nennen dies einen Windungs- oder Verzweigungspunkt. Alternative
Darstellung:

Die Biemannsche Windungsflache erster Ordnung

Vergl. Seite 162-168, 215 214 und 216-221

th- Ansee W Snger, Letnziy.
. 7



Wir wollen jetzt die Topologie der komplexen Kurve

2= (t—a)(t—B)(t =) (t—3)

beschreiben. Fiir t # a, B, 7y, haben wir zwei verschiedene Losungen fiir s;
die Punkte t = &, B, 7, 6 sind Windungspunkte wie oben. Wir kénnen uns die
Losungsmenge vorstellen als Doppelebene mit 4 Windungspunkten.

Wir verbinden die Windungspunkte paarweise durch einen sogenannten Quer-
schnitt; beim Passieren eines Querschnitts wechseln wir das Blatt. Einen Weg
im unteren Blatt geben wir mit einer gestrichelten Linie wieder.

Um die Lésungsmenge topologisch besser zu verstehen, schneiden wir die
Ebenen entlang der Querschnitte auf und kleben sie wieder zusammen:

—— — — —

7
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O '
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Wir erhalten somit einen Torus minus zwei Punkte im Unendlichen!

Die Einsicht, dass man beim Studium von elliptischen und hoheren Integralen
die Geometrie von algebraischen Kurven und die komplexe Analysis auf
topologisch nicht trivialen Flachen betreiben muss, ist die eigentliche Botschaft
dieser Vorlesung.

Literatur zu Riemannschen Flichen
B. Riemann, Gesammelte Werke
C. Neumann, Vorlesung iiber Riemanns Theorie der abelschen Integrale
H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fliiche
A. Pfltiger, Theorie der Riemannschen Fliichen
O. Forster, Riemannsche Flichen

G. Springer, Introduction to Riemann Surfaces
Literatur zu algebraischen Kurven

E. Brieskorn, H. Knorrer, Ebene algebraische Kurven
F. Kirwan, Complex algebraic Curves

P. Griffiths, Introduction to algebraic curves

G. Fischer, Ebene algebraische Kurven

Funktionentheorie

Es gibt viele vortreffliche Darstellungen der Funktionentheorie. Ein Klassiker
ist A. Hurwitz-R. Courant: Funktionentheorie (Grundlehren der mathematischen
Wissenschafften in Einzeldarstellungen, Band III, Verlag Julius Springer). Die
Lehrbticher von C. Caratheodory, C. L. Siegel und R. Remmert sind ebenfalls
empfehlenswert.
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§1. Aus der Funktionentheorie

(z.1) Ist U C C eine offene Menge und f : U — C eine komplexwerti-
ge Funktion, so heifst f holomorph auf U, wenn sie fiir alle p € U in eine
konvergente Potenzreihe

fE) =a+a(z—p)+ar(z—p)+--
entwickelt werden kann. Die Reihe auf der rechten Seite konvergiert dann
auf offenen Scheiben D(p,r) := {z € C | |z — p| < r}, welche génzlich in U
enthalten sind. Die Taylor-Koeffizienten a, = % lassen sich mit Hilfe der
Caucnyschen Integralformel bestimmen
_ 1 7 fE)
= g oy

wobei § = [ ” das Integral iiber einen positiv orientierten, geschlossenen Weg
v um den Punkt p bezeichnet.

%

Ist f auf U durch eine positive Konstante M beschrénkt, so folgt |a,| < rMn
und somit ist eine auf ganz C definierte, beschrankte, holomorphe Funktion

konstant: der Satz von LIOUVILLE .

Die Menge aller auf U holomorphen Funktionen notieren wir mit
o)
(vom franzosischen ,,0olomorph”).

Mit der punktweisen Addition und Multiplikation von Funktionen wird O(U)
zu einem Ring und gar einer C-Algebra. Da mit f € O(U) auch die Ableitung
f’ holomorph ist, ist O(U) eine sogenannte differentielle C-Algebra.

Die Menge aller konvergenten Potenzreihen um p bezeichnen wir O,. Es ist
also

Op = {Zan<z—P>” [3p>0 ) |au|p" <°°} :
n=0 n=0

11



2. Vorlesung:
Freitag,
26.10.2011
(8-10 Uhr)

Die konvergenten Potenzreihen bilden ebenfalls eine differentielle C-Algebra
und die Abbildung

T,: OlU) — O,

f — Z an (Z - p)nl
n=0
welche jeder holomorphen Funktion ihre Taylorreihe in p zuordnet, ist ein diffe-
rentieller Homomorphismus von C-Algebren: Summe, Produkt und Ableitung
von holomorphen Funktionen entsprechen Summe, Produkt und Ableitung
von konvergenten Potenzreihen.

Ist U ein Gebiet, d.h. eine offene, zusammenhingende Menge, so ist die Abbildung
T injektiv. Dies folgt aus dem

Identititssatz

Zwei holomorphe Funktionen auf einem Gebiet U, welche auf einer Menge mit einem
Hiufungspunkt tibereinstimmen, sind tiberhaupt gleich.

Holomorphe Funktionen kénnen also nicht an einer Stelle abgedndert werden,
ohne dass sich dies an allen anderen Stellen bemerkbar macht. Dies steht im
Gegensatz zu der allgemeineren Klasse der C*-Funktionen. Wir werden spéter
noch fiir die bekannte C*°-,Hut-Funktion” p : R — R Verwendung haben.

(1.2) Ist U C C ein Gebiet und f # 0, f € O(U), so folgt aus dem Identitéts-
satz, dass die Menge der Nullstellen von f

N(f):={ze U] f(z) =0}

stets eine diskrete Teilmenge von U ist: die Nullstellen kénnen sich héchstens
am Rand von U haufen. Der Kehrwert 1/ f einer holomorphen Funktion ist
holomorph auf

U’ = U~ N(f)

und besitzt Polstellen, wo f Nullstellen hat.

Allgemein verstehen wir unter einer meromorphen Funktion auf U, eine holomor-
phe Funktion
f:u —¢,

12



wobei U’ C U, so dass fiir alle p € U~ U’ f eine Entwicklung als Laurent-Reihe
besitzt:

_ iz — = =N A
f(Z)_nZZ—Nn( =g pn vt o T taEp

Die Reihe auf der rechten Seite soll dabei fiir alle z € D(p,r) ~ {p} in einer
hinreichend kleinen offenen Kreisscheibe D(p,r) C U’ konvergieren.

Der Polanteil an
H (f) =N 4T
’ (z—p)¥
wird auch Hauptteil von f genannt.

Wir konnen also eine meromorphe Funktion auf U darstellen als

f=Hy(f)+¢g,

wobei g holomorph ist bei p; p ist genau dann eine Polstelle von f, wenn
H,(f) # 0. Wir notieren mit P(f) die Menge der Polstellen. Die Menge aller
meromorphen Funktionen auf U notieren wir

M(U).

Auch dies ist eine (differentielle) C-Algebra, aber bei der Addition und Mul-
tiplikation ist natiirlich zu beachten, dass wir die Funktionen erst auf einen
gemeinsamen Definitionsbereich einschranken miissen.

Sehr niitzlich ist die Betrachtung der erweiterten komplexen Zahlenebene
C:=CU{co},
wobei wir stets die tiblichen Rechenregeln
1/0=00, 1/00=0, 1+00=00, etc.

anwenden werden. Wir kénnen C versehen mit der Topologie als Einpunktkom-
paktifizierung von C, und als solches ist C homoomorph zu der Riemannschen
Zahlenkugel . Durch stereographische Projektion der Sphire S? aus dem Nord-
pol N erhalten wir eine Bijektion

p:S*{N} —C.
Eine meromorphe Funktion kénnen wir dann als eine stetige Funktion
f:u— C

auffassen, wobei wir f(p) = oo fiir p € P(f) setzen werden.
Ist U ein Gebiet und f € M (U)* := M(U) ~ {0}, so ist auch

1/f € M(U)".

13



Somit ist in diesem Fall M (U) ein Korper; es gilt
N(f) =P(/f) P(f) =N(QA/f).

Wir notieren die Menge aller konvergenten Laurentreihen um p mit M, also

M, ::{ Y an(z—p)" | F>0 Zlanlp”<°°}'

n>—N n=0

Dies ist auf offensichtliche Weise ein (differentieller) Korper. Die Abbildung

Ly: MU) — M,
fooo—= Y az-p)",

n>—N

welche einer meromorphen Funktion ihre Laurentreihe zuordnet, ist ein diffe-
rentieller C-Algebren Homomorphismus. Ist U ein Gebiet, so ist L, injektiv.

Es sei in diesem Zusammenhang an folgenden Sachverhalt erinnert: ein
f € O\ {p}) hat eine holomorphe Erweiterung zu U, wenn |f(z)| in
einer Umgebung von p beschrinkt ist: RIEMANNscher Erweiterungssatz. Ist
lim; ., |f(z)| = oo, so besitz f bei p eine Polstelle. Anderenfalls nimmt f in
jeder noch so kleinen Umgebung von p fast alle Werte an (Satz von CASORATI-
WEIERSTRASS).

(1.3) Ist f € M(U) eine meromorphe Funktion mit Laurentreihen-Entwicklung
bei p
f(Z) = Z an(z - P)n,
n>—N

so heift v, (f) := min{n | a, # 0} die Ordnung von f in p. Sind alle a, = 0, so
setzen wir vy (f) = o

Offensichtlich ist:
vp(f) = —k (k>0):  f hat Polstelle der Ordnung k in p
vp(f) = Kk (k>0):  f hatNullstelle der Ordnung k in p.

Ist vy(f) = 0, so gilt f(p) & {0,00}. Wir konnen also stets schreiben
fz)=(z=p)"V gp(z), mit vy(gp(2)) =0.
Die Funktion vy, ist definiert auf M, und hat die Eigenschaften

1. vp : My — Z ist surjektiv

14



2. vp(f-8) = vp(f) +vp(8)
3. vp(f +g) > min{v,(f),vp(g)}

und bemerke, dass

Op = {f € My [vp(f) = 0}.
Ist allgemein K ein Korper, so nennt man eine Funktion v : K* — Z mit
diesen drei Eigenschaften eine diskrete Bewertung auf K. Die Menge R = {f €
K* | v(f) > 0} U {0} ist dann ein Ring und wird Bewertungsring genannt. Der
Quotientenring Q(R) ist dann wieder K.

(1.4) Ein Divisor auf U ist eine formale lineare Kombination von Punkten
Pel
D=mP+nPr+---, n€”Z

Es handelt sich hier um eine formale Summe, also nicht etwa die Summe als
Elemente von C! Die Summe kann endlich oder unendlich sein, in welchem
Fall wir voraussetzen, dass

{Pl,Pz,...} cu

eine diskrete Teilmenge von U ist. Die Divisoren bilden auf offensichtliche Weise
eine abelsche Gruppe
Div (U) .

Alternativ konnten wir Div (U) als Menge aller Funktionenn : U — Z,p —
1, mit diskretem Trager {p € U | np # 0} C U definieren.

Ist D = n1P; +nyP + - - - + n, P, ein (endlicher) Divisor, so nennen wir
Grad (D) =ny+ny+---+mn,

den Grad von D. Ein Divisor D = n1P; + nyP> + - - - heif$t positiv oder effektiv,
wenn alle Koeffizienten n; > 0 sind und wir schreiben dann D > 0und D > D/,
wenn D — D’ > 0.

Ist f € M(U)*, so setzen wir

(f) = (flu= Y, v(f)P.

Pelu

Der Divisor (f) enthélt also genau die Information tiber die Lage und Vielfachheit
der Null- und Polstellen von f.

Bemerke, dass

(g-h) = (g) +(h) und (g/h)=(g) - (h)

Sind f,g € M(U), dannist f = ¢-hmith = f/g. Also ist (f) = (g) genau
dann, wenn (1) = 0. Dies bedeutet aber v,(h) = 0 fiir alle p € U, d.h. I hat

15



keine Null- oder Polstellen. In anderen Worten, h € O(U) und 1/h € O(U),
d.h. h ist eine Einheit im Ring O(U). Wir sehen, dass der Divisor ( f) die Funktion
f bis auf Multiplikation mit einer Einheit festlegt.

Dies fithrt uns zu der wichtige Frage:
Gibt es zu jedem D € Div(U) eine Funktion f € M(U)* mit (f) = D?

Fiir einen endlichen Divisor D = nP; +naPy + ... + 0P, — mQq — mpQy —
... —m;Q ist dies einfach zu beantworten. Fiir die rationale Funktion

(Z — Pl)nl (Z — pz)nz PN (Z — Pk)nk

z—Q1)"(z— Q)" (z— Q)™

F=1

gilt offensichtlich
(f) =D.

(1.5) Ein Ausdruck der Form
w = f(z)dz
mit f € M(U) nennen wir ein meromorphes Differential auf U. Wir setzen weiter

Vp(‘*)) = Vp(f)

und konnen so tiber Vielfachheit von Null- und Polstellen von w sprechen.
Ebenso setzen wir
(w) =) _vp(w)P € Div(U)

und nennen dies den Divisor von w.

Ist f(z) =---+ % +ap + - - - die Laurent-Entwicklung von f bei p, so heifst
Res,(w) :=a_q

das Residuum von w in p.

Wir sagen:

w ist von erster Art < f(z) € O(U) - solche Differentiale heiflen auch
holomorphe Differentiale.

w ist von zweiter Art <> Resy(w) = 0 fiir alle p € U.

w ist von dritter Art in allen sonstigen Féllen.

16



Ist w eine meromorphes Differential auf einem Gebiet U und v : [0,1] —
U ~\ P(w) ein stiickweise differenzierbarer Weg, so ist das Weg-Integral

Lw

Ist 7(0) = (1), so liegt ein geschlossener Weg vor und | ., w heift Periode von
w. Eine Version des Residuensatzes lautet wie folgt:

wohldefiniert.

Residuensatz

Sei U ein einfach zusammenhingendes Gebiet, w meromorph auf U und 7y :
[0,1] — U ~ P(w) geschlossen. Dann gilt:

/Ww =27 Y Ind,(7)Resy(w).

pel

Hierbei ist Ind, () der Index oder die Windungszahl von y um p.

Ist w also von 1. oder 2. Art, so ist stets f L= 0. In diesem Fall hangt fiir den
allgemeinen Weg v : [0,1] — U \ P(w) das Integral f7 w nur von P = 7(0)
und Q = (1) ab und wir setzen

o= fe

17



Insbesondere besitzt f(z) in solchen Fillen eine Stammfunktion

F(w) = /ow(z)dz.

Hierbei ist P ein beliebig gewédhlter Basispunkt.

Eine weitere Anwendung ist das Null- und Polstellen zihlende Integral:

Null- und Polstellen zihlendes Integral

Der einfach geschlossene Weg v umschliefle das Gebiet V- C U. Dann gilt fiir
feM)
af

[y 7 = 27mi-Grad ((f)y).

Wenn wir f = (z — p)"g schreiben, mit v, (g) = 0, so ist ‘;—f =n- Z‘i—zp + %g. Also
ist Res, (%) = n = vp(f). Die Aussage folgt nun direkt aus dem Residuensatz,
da V genau die Menge der Punkte p € U ist, ftir die Ind,(y) = 1.

Eine Anwendung hiervon ist die Existenz eines Logarithmus unter gewissen
Bedingungen:

Existenz von Logarithmen

Eine holomorphe Funktion f auf einem einfach zusammenhingenden Gebiet ohne
Nullstellen besitzt einen Logarithmus, das heifit es existiert ein g € O(U) mit

f=es.

Wie wir oben gesehen haben, gilt fiir eine meromorphe Funktion f € M (U)
und p € U:
d
Res) (;) =1p(f)-

18



3. Vorlesung,
Mittwoch,
02.11.2011
(8-10 Uhr)

Ist also (f) = 0, so ist das Differential % stets von der 2. Art.

Crdf R
$@= [, %= ), Fw

ist eine auf U holomorphe Funktion mit der Eigenschaft, dass fiir alle z € U
gilt

Das Wegintegral

flz)y=C-e® (C=f(P)),

was direkt zu der Behauptung fiihrt.

(1.6) Ist U ein Gebiet, so stellt sich die Frage, ob bei vorgegebenen Haupttei-
len stets ein f € M (U) gefunden werden kann, welches genau diese Hauptteile
besitzt. Dies nennt man das Problem von MITTAG-LEFFLER.

Unter einer Hauptteilverteilung verstehen wir die Vorgabe einer diskreten Menge

Z:{pl,Pz,...}Cu

und fiir jedes i = 1,2, ... einen Hauptteil

1
l’ll'Z = P,‘
&) (ZPi)
(i)

”(i)N a_

C—pN T Gy

Satz von MITTAG-LEFFLER
Auf einem Gebiet U C C existiert zu jeder Hauptteilverteilung ein h € M(U) mit

Hy(h) = 0 firpgXL
Hy(h) = h  firi=12,...
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GOSTA MITTAG-LEFFLER
(1846-1927)

Die Beweisidee fiir U = C ist einfach: wir mochten eigentlich
h=hy+hy+---

bilden, aber diese Reihe konvergiert im Allgemeinen nicht, wie das einfachste
Beispiel £ = {1,2,...}, mit h, = 1 zeigt. Die Idee ist, jedes h, durch den

z—n
Anfang seiner Taylorreihe abzudndern. Es ist

1 1 1 z Z\2
By = —— - =—(14+24(2) +---).
" n 1-2 n<+n+<n)+ >

hy hat den gleichen Hauptteil wie h, gegeben durch

~ 1 1 z
Ty = R S—
z—n n n(z—mn)

[e0]
Die Summe Y ﬁ aber konvergiert fiir alle z # 1,2,3.. ..

n=1
Allgemein geht man dhnlich vor. Wir kénnen ohne Einschrinkung (etwa
nach Verschiebung) voraussetzen, dass 0 ¢ X und wihlen eine Folge von
Kreisscheiben Ko C K C Kp C ... mit der Eigenschaft, dass p; € K;, p; £ K;
fiir j > i und U2 )K; = C.

Wir wahlen weiter €; > 0, so dass }_¢; < co und N; € IN, so dass
Ni
| hi = Ty " (hi) || < €.
Wir setzen h; := h; — Té\[ '(h;), also ist offensichtlich

Hy (hi) = Hp(hi).
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Die Reihe L
hi+hy+---

konvergiert lokal gleichmiafig auf C \. X gegen ein 1 € M(U) mit Hy, (h) = h;.

Wenn wir diese Prozedur anwenden auf ©. = Z, h, = 1/(z — n) so finden wir

1 1 1 1 ad 2z
L)t e

n=1

Die Summe ist 7t cot rx (Kotangensreihe).

Fiir wy, wy € C, linear unabhédngig tiber IR, betrachten wir die Menge
I' = Zwi+Zwy; = {nw+mwy|nmeZ}.

Es ist eine abelsche Untergruppe von C und wird das von w; und w, aufge-
spannte Gitter genannt.

Die Weierstraf$sche @-Funktion zum Gitter I ist gegeben durch
/ 1 1
o@) =3+ T (Goop—22)
z2 a;r (z—w)? w2

Sie besitzt Pole der Ordnung 2 in den Gitterpunkten w € I' und ist doppelt
periodisch, d.h.

p(z+w1) = p(z +w2) = p(2)
fur alle z € C. Die Werte der Funktion sind also festgelegt durch die Werte in
einem Parallelogramm der Form

Pyi={a+Aw +pwy | 0<A<1,0<u<1},
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wobei die linke untere Ecke « € C frei wihlbar ist.

(z.7) Die Frage nach der Existenz einer meromorphen Funktion zu einem
vorgegebenen Divisor, ldsst sich mit Hilfe des Satzes von MITTAG-LEFFLER
positiv beantworten.

Satz
Zu jedem Divisor D € Div(U) existiert ein f € M(U), so dass

(f) =D.

Zum Beweis, betrachte fiir ein p € C die Halbgerade
S={P+r|reR, r<0}.

Auf dem einfach zusammenhéngenden Gebiet C \ S wird durch das Weginte-
gral

z
%dt =n-log(z—p)+c=log((z—p)") +c

W f—

eine holomorphe Funktion definiert. Diese Funktion hat entlang S einen
Sprung: Die Differenz der Funktionswerte am Nord- und Siidufer von S betragt
demnach 27i - n.

Da exp(27i - n) = 1 fiir alle n € Z gilt, hat die Funktion
Zn
e ——dt,
o [ ;

22



eine holomorphe Erweiterung auf ganz C . {p} und es ist natiirlich
Z n "
exp/ ?dt: C(z—p)", C=exp(c).
a p

Ist D =) n;p; € Div (U) ein beliebiger Divisor und h € M(U) eine meromor-
phe Funktion, welche das Mittag-Leffler Problem in U fiir

L={pup2...-} ; hi

_ M
Z=Pi
lost, so gilt fiir einen geschlossenen Weg - in U
[ h@)dz = 27 ¥ Ind, (y)Resy, ()
v

= 2mi) Indy,(y)n; €2miZ.

Also ist exp fv h(z)dz =1 und somit

/azh(z)dz

wohldefiniert modulo 27iZ.
Die Funktion

f(z) :==exp /ﬂzh(z)dz

ist unabhédngig von der Wahl des Weges von a nach z. In der Néhe von p;
konnen wir schreiben

-+, Hp(g)=0

z z n: z
/h(t)dt = / : dt+/ gdt
a a t_Pi a

z
ez + [ s
a

exp [ h(t)dt = (z—p;)"-8(z)

a
mit vy, (g) = 0.
Es ist also v;(f) = n; und somit haben wir zu vorgegebenem Divisor D eine
meromorphe Funktion f gefunden, fiir die (f) = D gilt.

Wenn wir uns die Konstruktion von & nochmals anschauen, so finden wir, dass
f als Weierstrafi-Produkt geschrieben werden kann

f(z):Cﬁ(l_;)mexP <;+;<;>2++1\1L(;>N,>
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Besonders beriihmt ist das Sinus-Produkt

sin(mz) = mz[] (1 - 7) en

1£0
= 7rz£[1 (1 — (z)z) .

Fiir mehr Details verweisen wir auf die angegebene Literatur zur Funktionen-
theorie.

(1.8) Da Holomorphie gleichbedeutend ist mit komplexer Differenzierbarkeit,
ist die Komposition zweier holomorpher Abbildungen wieder holomorph:
f U — V holomorph, g : V. — W holomorph = gof : U — W
holomorph.

Ein Biholomorphismus ist eine holomorphe Bijektion f : U XL V. Die inverse
Abbildung ¢ := f~!: V — U ist aus einem dhnlichen Grund auch holomorph
und somit ein Biholomorphismus. Wir sagen dann: U und V sind biholomorph
dquivalent und benutzen die Notation U = V, um diesen Sachverhalt auszu-
driicken.

Wir geben einige Beispiele. Die obere Halbebene H = {x € C | Imz > 0}
bilden wir auf Gebiete in C ab.

g imr, g
Gz

y [///4//4/

= /A

Durch z — z? wird H auf eine Schlitzebene, durch z — /z auf einen Quadranten
und allgemein durch z > z* auf einen Sektor abgebildet.
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~k+i(,(, {'ﬁ(k

Wz — 7
e T T e S

T

2z — f_‘(t‘_,
AP )

Der Riemannsche Abbildungssatz

Jedes einfach zusammenhéngende Gebiet U # C ist biholomorph zu D :=
{zeC||z] <1}
u=D

Also sind alle solche Gebiete zueinander biholomorph!

4. Vorle-

sung, Freitag,

04.11.2011 25
(8-10 Uhr)



Eine Potenzreihe f(z) mit f(0) =0
f(z) =mz+az® + a3’ + -+ € C{z}

koénnen wir in eine andere Potenzreihe einsetzen; die Konvergenz bleibt dabei
erhalten. Ist a1 # 0, so nennen wir f(z) einen lokalen Parameter bei z = 0. Es
existiert dann eine inverse Potenzreihe

g(z) = bz +b2? + - - € C{z},
sodass z = fog(z) = go f(z). (Es ist zum Beispiel by = %, by = -2 b2, etc.)
Ist w = a1z + az%> + - - - ein lokaler Parameter, so lisst sich auch z in w
ausdriicken

zZ = b1w+b2w2+~-
Durch , Einsetzen” lésst sich F(z) in w ausdriicken:

F(z) = F(z(w)).

Ist ordg(f) = v > 0, so ist
F(z) = mz'+apz"™ 4.
= a2"(1+apz+azz®+--+)
= mz"(1+g(2))
= ()",
wobei w = al/"z(1 + g(z))"/".
Mit Hilfe der Binomischen Reihe

(1+2)

> (5) <y

n=0

w=al""z <1+ <1iv)g(z)+---)

ein lokaler Parameter ist. Wir sehen: indem wir die Funktion f in einem
geeigneten lokalen Parameter ausdriicken, wird f zu einer v-ten Potenz, wobei
v = ordg(f)). Mutatis mutandis gilt dies auch fiir Potenzreihenentwicklungen
um andere Punkte. Eine direkte Folgerung ist:

sehen wir, dass

Offenheitssatz
Ist f : U — C holomorph, so ist f(U) C C eine offene Menge.

Wir bemerken weiter, dass der Unterschied zwischen Funktionen und Diffe-
rentialen durch unterschiedliches Verhalten unter Koordinatentransformation
zum Ausdruck kommt: Wenn wir

w = f(z)dz
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in dem lokalen Parameter w ausdriicken wollen, so erhilt man

flaw)dw = flu(z) 2 gz,

Durch dieses Transformationsverhalten sind das Wegintegral | . w und das
Residuum Res(w) unabhéngig von der Parametrisierung.

(1.9) Wenn wir z = x + iy und f = u + iv schreiben, so erhalten wir aus einer
komplexen Funktion zwei reellwertige Funktionen u,v in zwei reellen Variablen:

flx+iy) =ulxy) +iv(xy) .
Das Paar (u,v) definiert eine Abbildung
(u,v) : U — R?

und die komplexe Differenzierbarkeit von f ist gleichbedeutend mit der Aus-
sage, dass die Jacobi-Matrix
J= Oyt Oyu
- \0xv 9o

Multiplikation mit einer komplexen Zahl a + ib entspricht, d. h. von der Form

a —b

b a
ist. Also ist die komplexe Differenzierbarkeit d4quivalent zu den sogenannten
CaucHY-RIEMANN Gleichungen

0yv = —oyu.

Es folgt dann
Ozt = 0x0yv = 0y0,v = dy(—dyut) = —yu,

also Au = 0 und genauso Av = 0.

Hierbei ist
02 02
A= —+-—
a2 T a2
der Laplace Operator. Die Funktionen h, wie u und v, fir die Ah = 0 gilt,
werden harmonische Funktionen genannt. Die CaucHysche Integralformel fiihrt

auf folgenden Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen:

Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen
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Fiir eine harmonische Funktion h : U — R gilt:

1 27 )
h(x,y) = E/o h(x+pcosq, y+psing)de,

wobei p so klein gewihlt ist, so dass die Kreisscheibe um (x,y) mit Radius p ganzlich

in U enthalten ist.

Da h(x,y) iiberall gleich dem Mittelwert der Werte in einem Kreis um (x, y)ist,
sind die kritischen Punkte von  immer sattelartig; ein Maximum oder Mini-
mum wird immer am Rand angenommen.

Die CaucHY-RIEMANN Gleichungen driicken auch aus, dass die Gradienten
von # und v

Vu = (9xu, dyu)

Vo = (0xv, 0yv)

stets senkrecht aufeinander stehen. Genauer kann man sagen, dass

Vo = (—adyu, oxu).

Dies heifst nichts anderes, als dass Vv aus Vu durch eine Drehung um 90
Grad in positiver Richtung hervorgeht. Dies hat zur Folge, dass die beiden
Kurvensysteme u = const. und v = const. sich immer senkrecht schneiden.

Die Linien u = const. kénnen als Flusslinien des Vektorfeldes Vv interpretiert
werden. Da
div (Vo) = Av =0,

ist dieses Vektorfeld divergenzfrei.
Aus der Analysis-Vorlesungen sollte folgendes geldufig sein: Fiir ein C*-
Vektorfeld V : U — R? auf einem Gebiet U C R?, V = (P,Q), so sagen
wir

V quellenfrei <= divV:=0,P+9,Q=0

V  wirbelfrei <= rotV:=09,Q—-9yP =0.
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Ein Gradientenvektorfeld Vu zu einem u : U — R ist automatisch wirbelfrei;
Vu ist quellenfrei, genau dann, wenn Au = 0.

Eine holomorphe Funktion f = u 4+ iv erzeugt also zwei orthogonale quellen-
und wirbelfreie Fliisse Vu und Vv in U; die Niveaukurven von v und u sind
die Flusslinien von Vu respektive Vo.

Wir geben einige Beispiele dieser Niveaukurven fiir einfache holomorphe
Funktionen.

1. f(z) =z
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3 f(2) =7

~—
N

~—

S—
+

=logz

5. f(z)
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6. f(z) =logz —log(z—1)

Im Allgemeinen werden die orthogonalen Liniensysteme Re(z) = const.,
Im(z) = const. durch ein holomorphes f auf zwei gekriimmte, orthogona-
le Liniensysteme abbilden.

Es ist durchaus niitzlich, die oben beschriebenen Sachverhalte mit Hilfe von
Differentialformen auszudriicken. Sind P, Q : U — R C*-Funktionen und

w = Pdx+Qdy,
so schreiben wir

*w = —Qdx+Pdy.
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Dieser Operator wird Hodge *-Operator genannt und entspricht wie vorher
einer Drehung um 90 Grad. Ist & eine Funktion, so ist

sdh = —3yhdx + dchdy

und somit
d* dh=Ah-dxdy.

Schreiben wir wieder fiir eine holomorphe Funktion f = u + iv, so folgt

xdu = *(dyudx +dyudy)

= —dyudx+dyudy
= 0dyvdx+dyvdy
= dv.
Also
xdu =dv.
Und

dxdu=ddv=0,

so dass in der Tat
Au=20.

Ist u eine harmonische Funktion auf einem einfach zusammenhingenden
Gebiet U, so finden wir durch Integration eine Funktion

(xy)
v(x,y) ::/ *du,

fiir die gilt dv = *du. Es ist dann
u+ive OU).

Diese Funktion v nennt man eine zu u konjugierte Funktion.

(z.10) Das Dirichletsche Prinzip
Riemann benutzt bei der Begriindung des Abbildungssatzes folgende Idee:

Wir nehmen einfachheitshalber an, dass U ein einfach zusammenhédngendes Ge-
biet mit glattem Rand oU ist, und 0 € U. Wir suchen einen Biholomorphismus
f:U— D, mit f(0) =0.
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Die Niveaukurven von Re log f = log |f] in U sind dann die Urbilder unter f
von konzentrischen Kreisen in ID mit Mittelpunkt 0.

Riemann konstruiert f mit Hilfe des folgenden Satzes:

Der Randwertsatz

Zu einer stetigen Funktion h : 0U — R existiert ein Funktion

a:U— R
mit
1. Aa=0aufU
2. algyu=h.

Wir kénnen also eine in U harmonische Funktion a finden, welche vorgegebene
Randwerte /1 annimmt.

Die gesuchte Funktion a wird durch Anwendung des sogenannten DiricH-
LETschen Prinzips, welches a aus einer Minimaleigenschaft gewinnt. Betrachte
dazu den Funktionenraum

F=C*u)ncU)

aller stetigen Funktionen auf U, welche im Inneren von U zweimal stetig
differenzierbar sind. Auf F definieren wir das Dirichlet-Skalarprodukt

(f.8)p = /ude*dg = ./U(Af-Ag) dx - dy.

Die Menge
Fn=AfeF| flu=htCcF

ist ein affiner Unterraum zum Untervektorraum

Fo=A{feF| flu=0}CF.
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minimal ausfillt. Ein

1/2
D

Wir suchen nun ein a € Fj, fir das || a ||:= (a,4)
a’ € Fy, ist von der Form a + ¢, wobei ¢ € Fy. Dann ist

la+Ag|PP=]a|? +A% | ¢ |I* +2A(a,¢).

Hieraus sehen wir, dass || 4 || gerade dann minimal ist, wenn (a,¢) = 0 fiir
alle ¢ € Fo.

Erinnert sei hier an die Greensche Formel
S *8 = /ud(f*dg)
= /udf/\*ngr/ufd*dg.
Fir f = ¢ € Fy, g = a steht hier
0=(¢,a) +/u(¢-Au)dxdy
Hieraus folgt:

Aa =0 genaudann, wenn (¢,a) =0 fiir alle p € Fo.

Das heifit aber, dass unser gesuchtes a einen || — ||-Minimierer ist.

Vor allem WEIERSTRASS hat auf die Probleme mit dieser Schlussweise aufmerk-
sam gemacht: es ist gar nicht klar, dass so ein || — ||-minimierendes Element
a € Fy, existiert!
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Die Intuition von RIEMANN, dass dies in dieser Situation trotzdem zutrifft,
wurde spéter durch HILBERT bestétigt.

Wir zeigen nun, wie der Randwertsatz benutzt werden kann, um einen Biholo-
morphismus
f:uU—D

zu konstruieren. Die Funktion
u=log(|f]): U~{0} — R

hat dann folgende Eigenschaften

1. Au =0 auf U \ {0}.
2. u hat eine logarithmische Singularitét bei 0. Das heifdt, wir konnen
u=logr—a
mit r = /x2 + y2 und a beschrankt bei 0 schreiben.
3- hlou =0

Es ist dann a = log(r) — u und es folgt Aa = 0 und a3 = logr. Solch ein a
finden wir mit dem Randwertsatz aus dem Dirichletschen Prinzip.

Haben wir einmal 4, so haben wir auch u = log(r) — a. Wir bestimmen eine zu
u konjugierte Funktion durch Integration: v = [ *du. Die Funktion g := u + iv
ist dann holomorph auf U \ S, wobei S ein Schlitz von 0 zum Rand 9U ist. Die
Funktion f := exp(g) ist jedoch holomorph auf U und 16st unsere Aufgabe!
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§2. Riemannsche Flachen

5. Vorlesung, Unter einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit verstehen wir einen topologischen

Mittwoch, Raum M mit folgenden Eigenschaften:
09.11.2011
(8-10 Uhr) 1. M ist lokal euklidisch, d. h. fiir alle a € M existiert eine offene Umgebung

U C M von a und ein Homdomorphismus ¢ : U — R".

2. M ist hausdorffsch, d. h. fiir alle a # b € M existieren offene Umgebungen
Uvonaund Vvonbso,dassUNV =@.

3. Die Topologie auf M besitzt eine abzihlbare Basis. Nach Satzen aus der
Topologie ist dies gleichbedeutend mit der Metrisierbarkeit von M.

(2.1)  Definitionen Eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit X wird zur Rie-
mannschen Fliche, wenn wir auf X eine komplexe Struktur ¥ festlegen. Um zu
erkldren, was genau eine komplexe Struktur ist, miissen wir etwas weiter
ausholen.

e Eine komplexe Karte auf X ist ein Homoomorphismus
p:U—V,
wobei U C X und V C C offene Teilmengen bezeichnen.
e Zwei komplexe Karten ¢; : Uy — V; und ¢, : U — V sind (biholo-
morph) vertriglich, wenn die , Umkartungsabbildung”
p=gprop;! (U NUa) — ga(Uy NU)
biholomorph ist.

Hierzu gehort das tibliche Bild einer Umkartung aus der Theorie der
Mannigfaltigkeiten:
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o Ein komplexer Atlas auf X ist eine Kollektion
A={¢y: Uy — Vy |a €1}

von paarweise vertrdglichen komplexen Karten ¢, : Uy — V,, & € I,
mit der Eigenschaft, dass die Kartengebiete U, die Menge X géanzlich
tiberdecken:

U U = X.

a€l
I ist dabei eine Indexmenge, welche die Karten im Atlas indiziert.

e Zwei komplexe Atlanten A und A’ heiflen dquivalent, wenn AU A’ ein
komplexer Atlas ist, d. h. wenn die Karten aus A mit den Karten aus A’
vertrdglich sind. Man verifiziere, dass dies tatséchlich eine Aquivalenzre—
lation ist.

e Eine komplexe Struktur ¥ auf X ist eine Aquivalenzklasse von komplexen
Atlanten.

e Eine Riemannsche Fliche ist ein Paar (X,X), wobei X eine zusammenhén-
gende 2-dimensionale Mannigfaltigkeit und X eine komplexe Struktur
auf X ist.

Jeder komplexe Atlas auf X bestimmt eine komplexe Struktur ¥ und somit eine
wohldefinierte Riemannsche Flache (X, X). Zwei solche Atlanten bestimmen
genau dann dieselbe Riemannsche Fldche, wenn ihre Karten gegenseitig ver-
traglich sind. Indem wir zu einem komplexen Atlas A alle mit A vertrdglichen
Karten hinzuftigen, erhalten wir einen maximalen Atlas A* und jede komplexe
Struktur enthélt genau einen maximalen komplexen Atlas, so dass wir statt mit
den komplexen Strukturen . genau so gut mit maximalen Atlanten arbeiten
konnten. In der Praxis will man aber natiirlich mit Atlanten mit moglichst
wenig Karten arbeiten.

Wie tiblich schreiben wir kurz X statt (X, ), wenn klar ist, welche komplexe
Struktur X gemeint ist.

Wir beschreiben hier die einfachsten Beispiele von Riemannschen Fldchen:

1. X =C, A= {Id: C — C}. Aist ein komplexer Atlas mit nur einer
Karte. Hierdurch wird X zu einer Riemannschen Flache. Der komplexer
Atlas B = {conj : C — C, z ~ Z ist nicht mit A vertrdglich und
definiert einen anderen komplexen Struktur auf C.

2. Ist X eine Riemannsche Fldche und Y C X eine offene, zusammenhéngen-
de Teilmenge (d. h. ein Gebiet in X), so liefert der komplexe Atlas von X
durch Einschrankung auf Y einen komplexen Atlas auf Y. In nattirlicher
Weise wird so Y auch zu einer Riemannschen Fliche. Insbesondere trifft
dies auf alle Gebiete U C C zu.
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6. Vorle-
sung, Freitag,
11.11.2011
(8-10 Uhr)

3. Das einfachste Beispiel einer kompakten Riemannschen Flache ist die

Riemannsche Zahlenkugel P! := C := C U {c0} & S2. Durch stereogra-
phische Projektion vom Nord- und Siidpol der Kugel erhalten wir einen
Atlas mit zwei komplexen Karten.

p1:U = S>~{N} —C
pr:Uy = S2~{S} —C

Der Schnitt Uy N U, = S? . {N, S} wird durch ¢; und ¢, auf die Menge
C* = C \ {0} abgebildet. Man rechnet nach, dass die Umkartungsabbil-
dung

p=grop;:C" —C*
genau durch z — 1/z gegeben wird. Da dies ein Biholomorphismus
ist, sind ¢ und ¢ vertrdglich und wir erhalten einen komplexen Atlas
A = {¢1, 92} Dies liefert eine komplexe Struktur * auf S2.

. Sind w1, wy zwei tiber R linear unabhidngige komplexe Zahlen, so be-

stimmen sie ein Gitter I' = Zw; + Zw;, C C. Dieses Gitter bestimmt eine
Aquivalenzrelation ~r auf C, indem wir

zrrz <=z-7 €T

setzen. Die Menge C/I' = C/ ~r, versehen mit der Quotiententopologie,
ist homoomorph zum Torus: jeder Punkt z € C ist ~r zu genau einem
z' € Py; im Rand 0P, werden entsprechende Punkte identifiziert.
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Ih) @

Um einen komplexen Atlas auf C/I" anzugeben, sei zuerst an den Begriff
der Uberlagerung erinnert. Ist 7 : Y — X eine stetige Abbildung zwischen
topologischen Raumen, so heifit 7t eine Uberlagerung, wenn fiir alle p € X
eine offene Umgebung U C X existiert, fiir die

o) =]V (disjunkte Vereinigung)

und 71; := 7|y, 1 V; =5 U gilt.

Die Abbildung C — C/T ist so eine Uberlagerung.

Setze V, = Pg C C, Uy := (V) und sei ¢, : Uy — V, die Inverse zu 7y, .
Wir erhalten so einen komplexen Atlas A = {¢, : Uy — V4; a € C}.

Uberlegen Sie genau, was die Umkartungen in diesem Beispiel sind.

Angemerkt sei hier noch, dass I' C C auch eine Untergruppe von C ist. Die
Quotienten-Menge C/T ist also auch als Faktorgruppe von C aufzufassen. Die
Riemannsche Flache E(T') := C/T besitzt also auf natiirliche Weise die Struktur
einer abelschen Gruppe.

Wann sehen wir zwei Riemannsche Flichen als gleich an?

Definition: Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei Riemannschen
Flachen x und y heif3t holomorph, wenn fiir alle komplexen Karten

P11 U1—>V1.
¢2 UZ—>V2
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mit f(U;) C Uy, die Abbildung ¢ = @20 fo ;' : Vi — V5 holomorph ist.
Eine holomorphe Bijektion heifst Biholomorphismus; die inverse Abbildung ist
automatisch holomorph.

Wir erhalten so die Kategorie der Riemannschen Flichen. Die Objekte sind Rie-
mannsche Flichen, die Morphismen sind holomorphe Abbildungen zwischen
Riemannschen Flachen.

Identititssatz

Sind fi1, f» : X — Y holomorphe Abbildungen und ist A C X eine Menge mit
Hiufungspunkt und ist auflerdem fi|A = f|A, dann ist f1 = f,.

Dies ist dem Leser als Aufgabe {iberlassen: man zeige, dass die Menge G =
{p e X| fi(p) = f2(p)} sowohl offen als auch abgeschlossen ist. Mit Karten
lasst sich die Aussage zurtickfithren auf den Identitdtssatz fiir holomorphe
Funktionen aus §1.

Welche 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten kann man mit einer komplexen Struktur
versehen? Und auf wie viele Weisen?

Da die Umkartungsabbildungen Biholomorphismen sind und die Jacobi-Deter-
minante immer > 0 ist, folgt, dass jede Riemannsche Fliche eine orientierbare
Mannigfaltigkeit ist; auf dem Mobiusband, der KLeinschen Flasche und der
projektiven Ebene IP>(IR) existiert somit keine komplexe Struktur. Es stellt
sich heraus, dass die Orientierbarkeit die einzige Bedingung an eine Fliache
darstellt.

In der Vorlesung werden wir uns vor allem mit kompakten Riemannschen Fla-
chen beschiftigen. Die zusammenhédngenden, kompakten und orientierbaren
Mannigfaltigkeiten der Dimension 2 werden durch eine einzige Zahl g, den
Genus oder Geschlecht, charakterisiert.

(=) &2 ==

37:0 g_:’l 3_22, ;=3

Riemann fiihrt diese Zahl tiber die Anzahl von Schnitten ein, welche man
benotigt, um die Fldche in eine einfach zusammenhédngende zu verwandeln.
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Bei der Sphire (¢ = 0) sind keine Schnitte notig, da diese schon einfach
zusammenhingend ist. Fiir den Torus (g = 1) brauchen wir zwei Schnitte.

o
& | U
A

Durch Zuriickkleben erhalten wir aus dem Rechteck den Torus.

Wie ist es bei einer Fliache mit ¢ = 2? Es geht mit 4 Schnitten:

Durch Ausklappen erhalten wir ein 8-Eck; die Kanten werden in Paaren zu-
sammen geklebt.

Allgemein kann man eine Flache vom Geschlecht ¢ mit 2¢ Schnitten in ein 4g-
gon verwandeln. Es ist aber oft schwierig mit solchen Definitionen zu arbeiten;
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LEONHARD EULER
(1707-1783)

einfacher ist die Einfithrung mit Hilfe der Euler-Charakteristik:
X(X)=2-2g.
Ist X trianguliert, so ergibt sich
X(X)=E—-K+F,

wobei E, K und F fiir die Anzahl der Ecken, Kanten und Flichen in der
Triangulierung stehen. Fiir die Triangulierung von S?> bekommen wir

2=E—-K+F

Das ist der EULERsche Polyedersatz.

Wir werden spéter sehen:

Auf X = S? gibt es (bis auf Biholomorphe Aquivalenz) nur eine komplexe Struktur.

Die komplexen Strukturen auf X = S' x S sind biholomorph zu E(T) fiir ein Gitter
rcc

Es gilt

E(Th) = E(T2) <= j(T1) = j(T2),

wobei j(T') € C die sogenannte j-Invariante des Gitters bezeichnet .

Flichen mit ¢ > 2 besitzen komplexe Strukturen, die von 3g — 3 komplexen Para-
metern abhingen. Es existiert ein sogenannter Modulraum Mg der Dimension
3¢ — 3, welcher genau die komplexen Strukturen auf einer Fliche vom Ge-

schlecht ¢ parametrisiert. Dieser Raum M ist Gegenstand intensiver aktueller
Forschung.

(2.2) Holomorphe & Meromorphe Funktionen
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7. Vorlesung,
Mittwoch,
16.11.2011
(8-10 Uhr)

Definition: Sei U C X eine offene Menge in einer Riemannschen Fliche X.
Eine Funktion f : U — C heif}t holomorph, wenn fiir alle Karten ¢ : U' — V
gilt, dass

fop lipUunu') —C

holomorph im tiblichen Sinne ist.

Notation: Ox(U) = O(U) = {f : U — C | f holomorph}. Die Menge
Ox(U) hat auf natiirliche Weise die Struktur einer C-Algebra.

Als Aufgabe tiberlege man sich, dass f : X — C genau dann holomorph als
Funktion ist, wenn dies fiir f : X — C als Abbildung zwischen Riemannschen
Flachen gilt.

Definition: Sei X eine Riemannsche Fldche und p € X.

Eine Karte z : U — V C C mit z(p) = 0 hei8t lokaler Parameter bei p.

Offenbar kann man fiir jedes p € X unendlich viele lokale Parameter wihlen.

Istz: U — V C C lokaler Parameter bei p und f € O(U), so ist die Funktion
foz ! : V — C holomorph und besitzt eine Potenzreihenentwicklung
Yoo ant" € C{t}. Fiir alle g € U gilt dann

f(g) = io anz(q)"

Wir sagen, dass f in dem lokalen Parameter als ,f = ) a,z""” entwickelt
werden kann.

Istw : U — V ein weiterer lokaler Parameter bei p, so haben wir ebenfalls
eine Entwicklung f = Y b,w". Die Beziehung zwischen a,, und b, wird durch
die Entwicklung von w in z

W= a1z + 0z’ -

oder von z in w
Z:ﬁlw+ﬁ2w2+"'

ausgedriickt: Es ist nattirlich

a0+alz+a222+... = b0+gl(‘31w+‘32w2+...)+a2(ﬁlw+...)2+...
bo+biw+byw?+--- = ag+aj(az+az®+ ) +ar(wz+--- )24,

woraus die b, aus den a, bestimmt werden konnen.
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Ist etwas allgemeiner f € O(U ~\ {p}) und hat f eine konvergente Entwicklung

der Form
fla)= ) anz(q)",

n>—N
so sagen wir, dass f meromorph bei p ist.

Wir setzen wieder
vp(f) = min{n | a, # 0}.
Ist v,(f) < 0, so sagen wir, dass p eine Polstelle von f ist. Eine Polstelle liegt
genau dann vor, wenn 1£>n [f(q)] = oo.
qg—p

Definition: Sei X eine Riemannsche Flache und U C X eine offene Menge.
Eine meromorphe Funktion auf U ist ein f € O(U’), wobei U’ C U und U ~\ U’
diskret, so dass f in p € U \ U’ eine Polstelle besitzt.

Die Menge aller meromorphen Funktionen auf U notieren wir M (U) und
diese hat offensichtlich die Struktur einer C-Algebra. Die Menge M (X) ist ein
Korper.

Fir f € M(X)* sind die Menge der Polstellen P(f) und Nullstellen N(f) stets
diskret. Ist X kompakt, so sind N(f), P(f) also endlich. Ist f € M(X), so ist
f: U — C holomorph, wobei U’ = X \ P(f). Wir kénnen f wie in (1.2) zu
einer Abbildung

f:X — P!

erweitern, indem wir f(p) = oo fiir p € P(f) setzen.

Satz: Ist f € M(X), soist f : X — P! holomorph. Ist f : X — P!
holomorph, so ist entweder f~!(c0) = X oder f~!(c0) C X ist diskret und f
ist meromorph auf U’ = X ~ f~1(c0).

Die Funktion v, : M(X) — Z hat formal dieselben Eigenschaften wie in
(1.3). Allerdings ist es nicht klar, ob es iiberhaupt nicht konstante meromorphe
Funktionen auf jeder Riemannschen Fliche gibt. Wir werden spéter die Existenz
aus dem Satz von Riemann-Roch folgern.

Definition: Ist f € M(X)*, so definieren wir den Divisor von f als

(f):= ) vp(f)P  €Div(X).

PeX

Die Gruppe der Divisoren ist wie vorher definiert und nattirlich gilt wieder

(f-8) = (f) +(8)-

Wir betrachten jetzt als Beispiel die Funktion



Wir fassen dies als f : P! — P! auf und bestimmen fiir alle p € P! die
Ordnung v, (f). Wir erhalten direkt

w(f) =2 v(f)=-1 »(f)=0 peC~{01}.

Was ist Vo (f)? Entwickle dazu f in eine Potenzreihe in z = 1/¢; dies ist ein
lokaler Parameter bei t = oo.

S (1 lely
11—+ 1-1/t t 2

= - (1 +z4+z5 4+ )
Das heiSSt: Voo (f) = *1, SOdaSS

(f)=2-0-1-1-1-c0

Fiir eine allgemeine rationale Funktion haben wir

n

ity = Hlu—ai)/ﬁ(t—ﬁi)

- 1Y) T (-8

i=1 i=1
= " (1+1+t12+> .
In dem lokaler Parameter z = 1/t bei t = oo haben wir somit:
f:Zm*”<1+...Z+...22+...),

und wir lesen ab:

Voo f) = m —n
Insgesamt:
(f) = lez - Ziﬁﬂr (m —n)oo
i= j=

Bemerke, das immer Grad ((f)) =n—m+m—n=0.

Satz
M(P) = C(t)

Beweis: Sei f € M(IP!). Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass
oo keine Polstelle von f ist: betrachte sonst 1/ f. Die Funktion f besitzt also
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8. Vorle-
sung, Freitag,
18.11.2011
(8-10 Uhr)

endlich viele Polstellen p; € C. Sei h; = Hy,(f) der Hauptteil von f in p;. Die
Funktion f = f — Y_}; ist eine meromorphe Funktion ohne Polstellen. f ist
somit holomorph und beschrankt auf C. Nach dem Satz von L1IOUVILLE ist f
konstant. Es folgt, dass f = f -+ Y_h; eine rationale Funktion ist. O

(2.3)  Analytische Funktionen ,im Grofien”

Die analytische Fortsetzung einer Potenzreihe fithrt im Allgemeinen zu , mehr-
deutigen Funktionen”. Es war RiIEMANNs Idee, solche Objekte als einwertige,
holomorphe Funktionen auf eine sich mehrfach tiber die Zahlenebene erstre-
ckende Flache zu interpretieren.

Wir erinnern kurz an den Prozess der analytischen Fortsetzung mit Hilfe von
Kreisketten.

Betrachte die Potenzreihe
fz)=14z+2>+---.

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist 1 und sie stellt auf D = {z € C | |z| <
1} die Funktion f(z) = 1/(1 — z) dar: die geometrische Reihe.

Ist b € D, so konnen wir f(z) in eine Potenzreihe von b entwickeln:
f(z) =ag+a1(z—b) +ay(z—b)>+ - -

Esist ag = f(b) = 1/1—b, a1 = f'(b) = 1/(1 — b)? und allgemein a, =
a0 (0).

Der Konvergenzradius dieser Reihe wird bestimmt durch den Abstand von b
zu der Polstelle bei z = 1 und ist somit |b — 1|. Wenn |b| + |1 —b| > 1, dann
ragt D' = {z € C| |z—b| < |b—1|} aus D hinaus:

,D/

Wir erhalten so eine holomorphe Funktion auf dem grofieren Definitionsgebiet
D U D’. Wir kénnen nun b’ € D’ wihlen und die Prozedur wiederholen:
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(<D
;

Auf diese Weise lasst sich die durch die Potenzreihe definierte Funktion tiber
das urspriinglichen Konvergenzgebiet hinaus erweitern. Im obigen Fall erhalten
wir die Funktion f(z) = 1/(1 — z) auf ganz C ~ {1}.

Betrachte nun die Potenzreihe

1 1
f(z):z+§zz+§z?’+---

Auf der Kreisscheibe D = {|z| < 1} stellt dies den Logarithmus — log(1 — z)
dar. Die Fortsetzungen lidngs der verschiedenen Kreisketten liefern aber nicht
immer den gleichen Wert:

Firz € R,z > 1 wird f_ — f4 = 27ti sein. Ahnliches passiert bei der binomi-
schen Reihe

£2) oc(txz— 1)22—“(“_12(“_2)234—---

|
—_
|
=
N
+

I
ngk
—
\
R
SN—
=2
N
R
N———
N
=

wenn « ¢ Z. Die Reihe stellt auf {|z| < 1} die Funktion (1 — z)* dar und hier
ist

f— —_ eZT[ltX 'f+ .

Solche , mehrdeutigen Funktionen” sind weit verbreitet und stellen gewisser-
maflen den Regelfall dar.
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Eine Situation von grofler praktischer Bedeutung entsteht beim Auflgsen von
Systemen von linearen Differentiagleichungen mit nicht-konstanten mero-
morphen Koeffizienten. Betrachte eine Matrix A(z) € Mat (n x n, M(C)) mit
meromorphen Koeffizienten. Sei ¥ die Menge der Polstellen der Eintrdge von
A(z). Das Differentialgleichungssystem

Ty=aey @

besitzt fiir jedes p € C \ X einen n-dimensionalen Vektorraum IL, von L&-
sungen y(z) € O(D)", wobei D eine kleine Kreisscheibe um p ist. Dies ist
nichts anderes als der Satz von CaucHy, welcher besagt, dass das Anfangs-
wertproblem fiir beliebige y(p) € C" eine eindeutige, holomorphe Losung
besitzt.

Solche Losungen lassen sich langs beliebiger Wege -y fortsetzen, sofern sie die
Menge der Polstellen ¥ vermeiden.

Ein solcher Weg v liefert somit eine Abbildung
Tfy : ]L'y(O) — ]L'y(l) .

Diese Abbildung ist linear und hangt nur von der Homotopieklasse von 7 ab
und wird auch als Paralleltransport von Losungen bezeichnet. Insbesondere
erhalten wir fiir geschlossene Wege < mit y(0) = (1) = p einen Automor-
phismus
T,:L, — 1L,

d.h.: T, € Aut (LL,) ~ GL,(C). Diese Transformation T,, wird Monodromie der
Differentialgleichung entlang y genannt. Nur wenn T, = Id fiir alle Wege 7,
sind die Losungen von (*) eindeutige Funktionen.

Die Beispiele von gebrochenen Potenzen und Logarithmus sind als Spezialflle
dieser Situation anzusehen: fiir % = £ .y erhalten wir Losungen der Form

c - z*. Das System
d(y1\ _1/0 0\ (n
dz\y,) z\1 0/ \y
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hat ((1)), (lo}g ,) als Basis von Losungen.

Was sind die Monodromie-Matrizen in diesen Fillen?
9. Vorlesung,

Mittwoch, Wir beschreiben jetzt eine allgemeine Konstruktion, welche jeder konvergenten
(283'11'6(;11; Potenzreihe P eine Riemannsche Fliche zuordnet, die genau die verschiedenen
-10 Uhr

analytischen Fortsetzungen von P erfasst.
Eine Potenzreihe
Y an(z—a)"
wird vollstindig festgelegt durch den Entwicklungspunkt 4 und die Folge
(an) = (an)nen, seiner Koeffizienten. Wir betrachten den Folgenraum

F ={(a,(an)) | a,a, € C}
und die Teilmenge
M={(a,(an) €F|Fp>0 ) |ay|p" < oo} CF
n=0

der konvergenten Potenzreihen.

Ein P € M besitzt einen Konvergenzradius rp > 0 und eine Konvergenzscheibe
Dp:={zeC||z—a| <rp}.

Fiir 0 < € < rp setzen wir

1) l[a—bl<e

Be(P) == { Q= (b, (b)) 2) Yaw(z—a)" =Tbu(z—b)" firzeD,NDg}

Wir versehen M mit der Topologie erzeugt von B.(P), P € M, 0 < e < rp
(d. h. die B¢(P) bilden eine Sub-Basis fiir die Topologie).

Wir betrachten die kanonische Abbildung
M —C; (a,(ay)) — a,

welche einer Potenzreihe ihren Entwicklungspunkt zuweist.

Proposition:

1. 7t bildet B¢(P) homdomorph ab auf Be(a).

2. Der topologische Raum M ist hausdorffsch.

Beweis:  Bemerke erst, dass die Abbildung

7t: Be(P) — Be(a)
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bijektiv ist: die Koeffizienten von Q = (b, (b,)) € Be(P) ergeben sich eindeutig

aus
Y an(z—a)" =) bu(z—Db)".
Esist bg = Y a,(b—a)", by = Y na,(b—a)" !, etc.

Dass 7: B¢(P) — Be(a) ein Homoomorphismus ist, folgt sofort aus der
Definition der Topologie auf M: die Urbilder von offenen Scheiben By, (b) C
Be(a) sind genau von der Form B, (Q) fiir ein Q = (b, (bn)) € Be(P).

Die Topologie auf M ist hausdorffsch: sind P = (4, (a,)) und Q = (b, (by))
zwei Punkte mit a # b, so ist B¢(P) N B(Q) = @, wenn € < |a — b|, da unter
7t dies auf Be(a) N Be(b) = @ abgebildet wird. Ist a = b und R = (¢, (cn)) €
Be(P) N Be(Q), so folgt

Y an(z—a)" =Y cu(z—c)" =) bu(z—D)",

woraus a, = b, folgt. O

Fiir P € M setzen wir
X := X(P) := Zusammenhangskomponente von M bei P.

X(P) besteht also genau aus allen Potenzreihen, welche durch analytische
Fortsetzung aus P hervorgehen und wird analytisches Gebilde oder analytische
Funktion im Grofien genannt.

Die Abbildung 7r: X — C ist ein lokaler Homdomorphismus. Wir konnen
dies benutzen, um auf X einen komplexen Atlas zu definieren. Wir benutzen
die komplexen Karten

7t: Be(P) — Be(a).

Die Karten sind holomorph vertraglich, da die Umkartungsabbildungen alle
die Identitat sind!

Um zu zeigen, dass X so zu einer Riemannschen Fliache wird, wére ,blo8” zu
zeigen, dass die Topologie auf X eine abzéhlbare Basis besitzt.

Uberraschenderweise gilt dies automatisch. Dies folgt aus dem

Satz von Rado
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Jede Riemannsche Fliche, welche ohne das Abzihlbarkeitsaxiom definiert ist, ist trian-
gulierbar.

Die Triangulierbarkeit ist dquivalent zu der Metrisierbarkeit und dies zu der
Abzahlbarkeit der Topologie.

Auf unserer Riemannschen Flache ist eine weitere besondere Funktion F defi-
niert
F: X —C, (a,(an)) —> ap.

Diese Funktion ist holomorph auf X, F € O(X). Sei namlich P = (a, (a,)) und
Q = (b, (by)) € Be(P) (0 < € < rp), dann ist

F(Q)=by = i:oan(b —a)".

Die Abbildung (b, (b)) — b — a ist ein lokaler Parameter bei P und hier steht
die Entwicklung von F in diesem lokalen Parameter! F ist also holomorph, da
diese Potenzreihe konvergiert.

Wir sehen aufierdem, dass die Funktion F die eventuelle Mehrdeutigkeit der
Fortsetzungen von P ,auflost”.

(2.4) Riemannsche Fliche einer algebraischen Kurve

Definition: Eine Teilmenge C C C? heifdt (affine, ebene, algebraische) Kurve,
wenn es ein Polynom F € C[X, Y], Grad F > 1 gibt, so dass

C = V(F) := {(a,b) € C* | F(a,b) = 0} .

Wir erinnern an die Tatsache, dass ein Polynom F € C[X, Y] eine Darstellung
als endliche Summe o
F = ZainlY]
besitzt. Der Grad von F ist definiert als
Grad (F) = max{i+j | a;; # 0} .

Der Ring C[X, Y] ist faktoriell: Jedes F besitzt eine Zerlegung in irreduzible
Faktoren
F=FF...F, F irreduzibel

und diese Schreibweise ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren
und Multiplikation mit Einheiten. Die Einheiten in C[X, Y] sind genau die
konstanten Polynome # 0. Da V(GH) = V(G) U V(H) folgt dann

V(F) = V(R)UV(F)U---UV(E).
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Ein Polynom F = a + bx + cy vom Grad 1 enthélt drei Koeffizienten und
definiert eine Gerade. Polynome vom Grad 2

F =a+bx +cy +dx*+exy + fy°

enthalten 6 Koeffizienten und definieren Kegelschnitte. Das Produkt L; - Ly
zweier Polynome vom Grad 1 definiert einen reduziblen Kegelschnitt. Es ist
interessant zu beobachten, wie durch eine kleine Verdnderung der Gleichung
aus dem Linienpaar eine Hyperbel entsteht. (Wir werden immer reelle Bilder
unserer Kurven zeichnen; bedenke aber, dass sich der grofite Teil der Kurve
ins Komplexe erstreckt.)

Eine Kubik
F=a+bx+cy+dx®+exy+ fy?> + gx° + hx’y + ixy® + jiy°
enthilt 10 Koeffizienten und ein Polynom vom Grad d enthalt
(d+1)(d+2)
2

frei zu wihlende Koeffizienten.

Kubische Kurven konnen, wie Quadriken, auf eine gewisse Normalform ge-
bracht werden, was NEWTON erstmals tat.

Die Normalform
y* = (x—a)(x —b)(x —c)

(,,divergierende Parabel”) ist sehr niitzlich.

Anhand der Familie
y2 = (x2 —€)(x+1)

lasst sich gut beobachten, wie sich die reelle Gestalt der Kurve mit € &dndert:
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X o

€ <o g=o =

Durch Stérung von reduziblen Kubiken wie x(x> —y? —1) =0

-0 P

konnen verschiedenartige Kurven entstehen. Und durch Stérung von L1LyL3 =

0

: T #
J. PLUCKER hat mit dieser Methode die unterschiedlichsten Erscheinungsformen
von Quartiken (Kurven vom Grad 4) beschrieben:

o

C?

Die verschiedenen Formen sind vollstindig bekannt fiir Kurven vom Grad < 6.
Bei hoheren Graden beginnt die Terra Incognita.
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Ein Polynom F € C[X, Y] ldsst sich als Summe von homogenen Bestandteilen
darstellen

F = FR+F+FE+-
= ago + (a10% + a1y) + (a20%” + ar1xy + agay®) + - - -
= F(0) +0xF(0)x + 0y F(0)y + - - -
Definition:  Fiir ein F € C[X, Y], F # 0 setzen wir
Multy(F) := min{i +j | a;; # 0} .
Fiir P = (a,b) setzen wir

Multy, (F) := Multg(F(x —a,y — b)) .

Aus dieser Definition sehen wir, dass

Mult,(F) = 0 genaudann, wennp ¢ C = V(F).
Mult,(F) = 1 genaudann, wenn F(P) =0 und (9xF(p),d,F(p)) # (0,0).

Ist also Mult, (F) = 1, so besitzt C eine wohldefinierte Tangente in P = (a, b)
TyC := V(9xF(p)(x —a) + 9y F(p)(y — b))

T.C
17

Definition:

p € V(F) ist regulir, wenn Mult, (F) = 1,
p € V(F) ist singulir, wenn Mult, (F) > 2.

Die Menge
Y= {peC|Multy(F) >2}

heifst singuliirer Ort von C. Es ist

% = V(3xF, 3, F, F).
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Ist 0 ein Punkt der Multiplizitdt d, so hat F die Form

F = Fyt+Fpq+
d -1 d
agoX” +anx" "y + - +aggy + -

Nach der homogenen Form des Hauptsatzes der Algebra lasst sich F; als Produkt
von d Linearfaktoren schreiben

Fp=ILLy-- Ly,

wobei L; = a;X 4 B;Y. Die Geraden L; = 0 heifSen singulire Tangenten der
Kurve in 0. Entsprechendes gilt nattirlich fiir andere Punkte von C

j 2 -~ 2z
\/L,X —\—(X-r)’l) =0

=y)yexi=o0

Die singuldren Tangenten in einem Punkt der Kurve kénnen natiirlich auch in
Gruppen zusammen fallen.
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X)+ XL\/L*' \/T: 0

Definition: Ist Mult,(C) = 2 so heisst p ein Doppelpunkt von C. Hat C in p
zusatzlich zwei verschiedene singuldre Tangenten, so spricht man von einem
gewohnlichen Doppelpunkt Ist Mult,(C) = 3 so nennt man p einen Tripelpunkt-
punkt, etc.

Wir werden jetzt sehen, wie die Menge C \ X aller reguldren Punkte von C als
(Vereinigung von) Riemannsche Fldche(n) aufgefasst werden kann.

Der Satz tiber implizite Funktionen sagt aus, dass wir fiir jeden Punkt P =
(a,b) € H:={P € C | 9yF(P) # 0} eine Umgebung V C Cvonaund W C C
von b und eine Funktion y: V — W; x — y(x) finden so, dass

U=CNV xW={(xy(x))|xeV}

In anderen Worten, die Projektion
e Ud — V; (x,y) — x

ist eine komplexe Karte fiir C; die inverse Abbildung ist V — U; x —
(x,y(x)).
Bemerke, dass die Funktion x — y(x) holomorph ist: es ist

dy . 0:F(P)
i\ = T 3,F(P)’

woraus hervorgeht, dass die zunachst nur C*-Funktion y(x) in der Tat komplex
differenzierbar ist.

Die Karten Y — V wie oben wollen wir kurz x-Karten nennen.

Ganz analog koénnen wir fiir P = (a,b) € V := {P € C | 9,F(P) # 0} in
geeigneten Umgebungen V C C von b und W C C von a die Gleichung
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F(x,y) = 0 nach x auflésen. Wir finden dann eine Funktion x: V. — W,
y — x(y) so, dass

U:=CNVxW={(x(x),y) |lye V}.

Die Projektion
Ty U — V; (x,y) —y

ist eine komplexe Karte mit y — (x(y), y) als Inverse. Solche Karten nennen
wir y-Karten.

Satz: Die oben definierten x- und y-Karten bilden einen komplexen Atlas
auf C \ . Die Zusammenhangskomponenten von C \ X erhalten auf diese
Weise die Struktur einer Riemannschen Flache.

Beweis: Da C\ X = V(d,F,0,F,F), gilt C\X=HUV. A= {x—Karten} U
{y — Karten} ist ein komplexer Atlas, weil die Umkartungsabbildungen ho-
lomorph sind. Dies ist direkt klar fiir die Umkartung zwischen zwei x- oder
zwei y-Karten, da diese = Id sind. Einzig interessant sind die Umkartungen
zwischen einer x- und einer y-Karte. Aber dies wird genau durch die impliziten
Funktionen x — y(x) oder y — x(y) angegeben.

O

Es dringt sich die Frage auf, wann C \ X zusammenhéngend ist. Wenn F =
G - H reduzibel ist, so ist C = V(G) U V(H), und weil V(G) NV (H) C £, folgt,
dass

C X = (V(G)\Z)U(V(F)\X).
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Wir zeigen nun umgekehrt, wenn F € C[X, Y] irreduzibel ist, dass C \ ) zu-
sammenhéngend ist. Dazu untersuchen wir die Kurve mit Hilfe von vertikalen
Schnitten X = c.

Wir schreiben F in der Form

F=ay(X)Y" +ay(X)Y" 1+ +a,(X) € CIX][Y].
Setzen wir x = ¢ in diese Gleichung ein, so erhalten wir

F(c,Y) = ap(c)Y" + a1 (c)Y" 1 4 - +a,(c) € C[Y].

Ist ap(c) # 0, so steht hier ein Polynom vom Grad # in Y und dieses hat
nach dem Hauptsatz der Algebra n Nullstellen, mit Vielfachheit gezahlt. Ist
die Diskriminante Ar ungleich 0 in ¢, so haben wir genau n verschiedene
Losungen.

Ist hingegen ag(c) = 0, so finden wir hochstens n — 1 Losungen fiir y. Setze
V = {xeC|Ap(x) #0, Ap(x)#0}
C’ = Cn(VxQ).

Fiir ¢ € V besteht {F(c,y) = 0} aus genau n verschiedenen Punkten. Genauer
erhalten wir aus dem Satz iiber implizite Funktionen fiir alle ¢ € V eine
Umgebung U C V von c mit

CN(UxC)= Qlui,

1

wobei U; := {(x,y;(x)) | x € U} und die holomorphen Funktionen y; : U —
C die Gleichung F(x,y;(x)) = 0 erfiillen.

Satz: Ist F € C[X, Y] irreduzibel, so ist Co zusammenhéngend.

Beweis:  Wir schreiben

F o= ap(X)Y"+-+a,(X)
= a(X)(Y"+ by (X)Y" L4+ by)
= a(X)f,

wobei f € C(X)[Y].

Nach dem Lemma von GAuss wissen wir, dass
F irreduzibel = f € C(X)[Y] irreduzibel .

Seic € Vund U C V wie oben. Es ist dann

n

[T =yi(x) = f(x,Y)

i=1
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10. Vorlesung,
Freitag,
25.11.2011
(8-10 Uhr)

fur alle x € U, da die normierten Polynome links und rechts die gleichen
Nullstellen besitzen.

Angenommen, wir hitten eine Zerlegung
c'=cluc?.

Wir betrachten
P=TI(Y-y(x)) eC[y],

il
wobei das Produkt iiber alle Indizes i € I genommen wird, fiir die y;(c) € C!
(und y;(c) € C? furi ¢ I).
Es ist
P=Y"4B1(x)Y" 1 4 Bu(x).

Die Koeffizienten B;(x) = %e;(y;(x); i € I) sind als elementar-symmetrische
Ausdriicke in den holomorphen Funktionen y;(x) selber auch holomorph:
B; € O(U). Ist jetzt ¢ € V ein weiterer Punkt und U C V eine entsprechende
Umgebung mit Funktionen y;: U — C, so erhalten wir ganz analog Bi €
o).

Es ist aber klar, dass o N
gilunu=gund,
also erweitern sich die f; zu einer globalen holomorphe Funktion auf U U U.

Da dies fiir alle Umgebungen von alle Punkten von V durchgefiihrt werden
kann, folgern wir, dass es B; € O(V) gibt, mit B;|U = B;.

Eine weitere Betrachtung lehrt, dass die Grenzwerte

lim [y(c)| €€

c—a
fiir alle a € C existieren. Somit existieren auch die Grenzwerte

lim |B;(c)| € C.

c—a

Es folgt, dass B; € M(PP') = C(X).
Aber offensichtlich ist dann

P=Y"+Bi(x)Y" 14 - +By(x) € C(X)[Y]

ein Teiler von f. Da f aber irreduzibel ist, folgt C° = C!, d. h. C? ist zusammen-
héngend. ad

Korollar: Ist F irreduzibel, so ist X = C \ X zusammenhéngend.

Dies ist klar, da C° ¢ X c CO.
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Bemerke, welch eine merkwiirdige Mischung aus Algebra, Topologie und
Analysis dieser Beweis ist! Wir haben die Zusammenhang von X bewiesen,
ohne einen Weg zwischen zwei Punkten von X zu konstruieren.

(2.5) Differentiale auf Riemannschen Flichen Eine Funktion f: M — R
auf einer Mannigfaltigkeit kann mit Hilfe eines Atlases {¢,: Uy — V,} durch
ein System von Funktionen beschrieben werden

fui=foet:Vy — C.

Die f, sind auf folgende Weise mit den Umkartungs-Abbildungen
Ppa - V,X/g — Vi
vertraglich:
fal Vap = fpl Va0 ¥pa =t 3o (fp| Vo) -

Hierbei ist V5 := @a(Ux N Uﬁ), Vo 1= (pﬁ(lla N Uﬂ) gesetzt.
Auf dhnliche Weise kann man eine Differentialform auf M als ein System von
Differentialformen w, auf V, beschreiben, fiir die

Wa| Vap = Ppa(wp| Vpa)
gilt. Eine Differentialform auf einer offenen Menge V C R" hat die Form

w=A1dx;+ -+ Andx,,

wobei A; Funktionen auf V sind. Der Pull-back {*(w) von w unter einer Abbil-
dung : W — V wird auf die bekannte Weise durch ,Einsetzen” bestimmt.

Auf ganz analoge Weise konnen wir ein meromorphes Differential auf einer
Riemannscher Fldche als System von meromorphen Differentialen auf Kartengebieten
einfiihren.

In V,, C C haben wir meromorphe Differentiale
Wy = fa(zzx>dza ’

wobei f, € M (V).
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Es soll gelten ,w, = 5, (wp)”. Ausgeschrieben bedeutet dies gerade

d
fu(z)dza = fp(zp(za)) d—ﬁ iz

oder

fulzw) = Folzp(aa)) o)

Die meromorphen Differentiale auf X bilden einen Vektorraum M!(X) tiber
dem Korper M(X).

Satz:  M!(X) ist ein M (X)-Vektorraum der Dimension 1.

Beweis: Betrachte w!,w? € M!(X). In Karten z,: U, — V, kénnen wir
‘Ui = fi(za)dza ’ wi = f,f(za)dz,x

schreiben. Dann ist w} = @q w2, @4 := fl/f2. Da das System ¢, mit Umkar-
tung vertrédglich ist, folgt, dass die ¢, eine meromorphe Funktion ¢ € M(X)
definieren und somit w! = gw? gilt. O

Wir konnen die Ordnung und das Residuum
vp(w) € Z, Resy(w)eC

fir w € MY(X), p € X mit Hilfe einer Karte definieren; das Ergebnis hiangt
nicht von der Wahl dieser Karte ab.
Dadurch kénnen wir auch den Divisor eines meromorphen Differentials wie iiblich
definieren:
(w) = Z vp(w) P
peX
und die Einteilung in Differentiale der 1., 2. und 3. Art haben auf beliebigen

Riemannschen Flachen einen Sinn

w erste Sorte <= (w) >0
w zweite Sorte <= Res,(w) =0 Vpe X

w dritte Sorte : alle tibrigen Falle

Die Differentiale der 1. Sorte bilden einen C-Vektorraum, welcher Q! (X) notiert
wird. Ist o € M!(X) und £ C X die Menge der Polstellen von w und
v :[0,1] — X\ X ein stiickweise differenzierbarer Weg in X, so ist das

Kurvenintegral
/ w eC
v
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wohldefiniert; mit Hilfe von ([0, 1]) iiberdeckenden Karten kann das Integral
auf Integrale auf Gebiete in C zuriickgefiihrt werden.

Das Integral |, LW héngt nur von der Homotopicklasse von <y ab. Integrale |, LW
tiber geschlossene Wege werden Perioden von w genannt.

Wir geben einige Beispiele. Betrachten wir zuerst P! = CU {0} = Uy U Uy
und w = dz auf U;. Die Umkartung geschieht durch z = 1/w. In U, erhalten

wir w = d (%) = —w~2dw. Wir sehen: w ist holomorph auf U und hat einen
Pol der Ordnung 2 in oo € U,. Also (w) = —2oco.
Nehmen wir w = dz—z auf Uy, so ist w = — 22 auf U,.

w

Wir sehen (w) = -1-0—1- co.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Riemannsche Fldche zu der algebrai-
schen Kurve
Y =(x—a)(x=b)(x—c)

und das Differential

dx dx
w = = .

Vx—a)(x-b)(x—c) ¥

Fiir alle p = (x,y) € C mit y # 0 ist w offensichtlich holomorph. Es scheint auf
den ersten Blick, dass w eine Polstelle in den Punkten (a,0), (b,0) und (c,0)
besitzt. Aber in der Nahe dieser Punkte miissen wir y als lokalen Parameter
nehmen und wir kénnen in der Umgebung von (a,0) schreiben

x =a+ay*+azyP + -
dx _ d(a+ay*+azy’ +---)

y y
d
= (2a2y+3a3y2+---)?y = (2ay +3a3+ - - - )dy,

so dass w auch in (a,0) holomorph ist. Ganz analog verhalten sich die Dinge
bei (b,0) und (c,0).

Wir werden spéter sehen, wie wir eine algebraische Kurve zu einer kompakten
Riemannschen Flache C* kompaktifizieren konnen. In oben stehendem Fall
passiert dies durch Hinzunahme eines einzigen Punktes co, wo x und y unend-
lich werden. In einem lokalen Parameter f bei co lassen sich x und y in eine
LAURENT-Reihe entwickeln;

1
1
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11. Vorlesung,
Mittwoch,
30.11.2011
(8-10 Uhr)

Ausgedpriickt in f finden wir dann

dx d(tler) (—t%+---)dt
YTy T LT T (i,
; ()

= (=2+---)dt.

Insgesamt sehen wir v,(w) = 0 fiir alle p € C*, d. h. (w) = 0!

Es ist von Interesse, diese Rechnung fiir hyperelliptische Kurven C mit der
Gleichung

2 241,
x?dx
y

zu wiederholen. Man stellt fest: w ist holomorph auf C. Bei co parametrisieren
wir X :=C* = CU {o0}

x(t) = 724
y(t) = p=(d+1) o

und finden

2 ) (240
w = <t3 1)( )dt
e

_ (t2d+1—3—2a 4. ) At

d-h  vVe(w)=(2d—-2-2a)- .

Wir sehen, dass w € Ql(X) genau dann, wenn 0 < a4 < d — 1. Wir finden so d
holomorphe Differentiale

dx  xdx xi-1
g . dx

Yy Yy Yy
Wir werden spéter sehen, dass diese Differentiale eine Basis des Vektorraums
Q'(X) bilden.

(2.6) Holomorphe Abbildungen zwischen Riemannschen Flichen Eine
nicht-konstante holomorphe Abbildung

f: X—Y

verhalt sich lokal wie z —— z" fiir ein n € IN. Diese simple Tatsache fiihrt zu
einigen erstaunlichen Eigenschaften solcher Abbildungen.
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Satz: Sei f: X — Y eine nicht-konstante holomorphe Abbildung zwischen
Riemannschen Flichen, welche p € X auf g = f(p) € Y abbildet. Dann
existieren lokale Parameter

p:U—V, ¢(p) =0,
p:u'— V', y(q) =0

so,dass f(U) C U und pofog ! =zr— 2"

Beweis: ~ Wihle zuerst den lokalen Parameter ¢;: U; — Vj fiir p und
p: U — V' fiir ¢ mit ¢1(U;) C U'. Die Funktion g: V; — V' definiert
alsg=1ofoe, ! bildet 0 auf 0 ab, wird also durch eine Potenzreihe

g(z) = 2"+ a2 4 = 2" h(z)

beschrieben, wobei n := 1y(g) und konvergiert auf V, C V;. Wir konnen
schreiben

Wir definieren nun V als das Bild von V, unter der Abbildung a: z — Z,
u:= qofl(Vz) und ¢: U — V als a o ¢;. Die lokalen Parameter ¢: U — V
und ¢: U’ — V' haben die verlangten Eigenschaften. ]
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Definition: Die Zahl n ist unabhéangig von den gewahlten Karten und heift
Vielfachheit von f in p und wird

ny(f) € N

notiert.

Ist zum Beispiel f € O(X) eine holomorphe Funktion auf X, so gilt fiir die
entsprechende Abbildung f: X — C

np(f) = vp(f = f(p))-

Folgerung: Eine nicht-konstante holomorphe Abbildung f: X — Y ist eine
offene Abbildung, d. h. fir alle U C X offen gilt f(U) C Y offen. Dies folgt
direkt aus der Tatsache, dass die Abbildung z — z" offen ist.

e Eine bijektive holomorphe Abbildung ist automatisch biholomorph.

e Ist X kompakt, so ist auch Y kompakt und f surjektiv. Dies folgt aus
f(X) offen, f(X) kompakt, also abgeschlossen. Da Y zusammenhéngend,
muss f(X) =Y sein.

e Ist X kompakt, so sind alle f € O(X) konstant! Wiren sie nicht konstant,
dann wiirde aus der Holomorphie der Funktion f: X — C folgen, dass
C kompakt ist.

Definition: Ein Punkt p € X heifit Verzweigungspunkt, Windungspunkt oder
kritischer Punkt von f: X — Y, wenn n,(f) > 2.
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Die Menge R := {p € X | np(f) > 2} C X ist diskret. Die Menge B := f(R)
heifst Menge der kritischen Werte.

Fir p € X \ Rist ny(f) = 1. In einer Umgebung von p ist f biholomorph.
Als Beispiel untersuchen wir die Abbildung

fiPl— P, zr—w=2-3

Rechne nach: f(—1) =2, f/(-1) = 0; f(1) = —2; f/(1) = 0. Also: n1(f) =
n_1(f) = 2. Was passiert bei z = o0? Es ist dann auch w = oo und wir miissen
die Abbildung in einem lokalen Parameter s = 1/z ausdriicken:

t = 1/w—1/(z3—3z)— 1 = s =3 +...
N B 13l 1-32
s S
Also ist neo(f) = 3.
St~
T A
_ ‘ ;
\
; ! ;
== ¢ g

(2.7) Eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen f: X — Y
heifdt Uberlagerung, wenn fiir alle g € Y eine Umgebung U von g existiert so,
dass f~1(U) = .|—|IVi und f; := f | V; — U Homoomorphismen sind.

ic

In der Vorlesung Topologie wird gezeigt, dass eine Uberlagerung folgende Hoch-
hebungseigenschaft besitzt: Ist y: [0,1] — Y ein Weg in Y und p € f~1(7(0)),
dann existiert genau eine Hochhebung ¥: [0,1] — X mit 7(0) = p und
for=m
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Folgerung: Ist f: X — Y eine Uberlagerung, so liefert jeder Weg «: [0,1] —
Y eine Bijektion

Py fH(v(0)) — f (D))
p — 7(1).

Insbesondere besitzen alle Fasern gleich viele Elemente. Dieses P., wird Paral-

leltransport entlang v genannt und hdngt nur von der Homotopieklasse von -y
ab.

Eine Uberlagerung ist ein lokaler Homdomorphismus. Die Umkehrung ist
jedoch vollig falsch: Bei einem lokalen Homdomorphismus kénnen die Blatter

2.12.2011 (8-10 ,,plotzlich aufhéren”. Die Fasern f~!(g) haben nicht fiir alle g € Y gleich viele

Uhr)

Elemente. Wir suchen nun eine zusitzliche Bedingung, die garantiert, dass ein
lokaler Homoomorphismus sogar eine Uberlagerung ist. Wir betrachten im
folgenden nur topologische Hausdorff-Riume.

Definition:

o X heif3t lokal kompakt, wenn jeder Punkt p € X eine kompakte Umgebung
besitzt.

e Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Raumen heifdt ei-
gentlich, wenn Urbilder von kompakten Mengen wieder kompakt sind.

Mannigfaltigkeiten sind offensichtlich lokal kompakt, da abgeschlossene Ku-
geln im R” kompakt sind. In einem lokal kompakten Raum kann man die
abgeschlossenen Mengen mit Hilfe von Kompakta definieren:
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Es gilt:
A C X abgeschlossen <= AN K kompakt fiir alle K C X kompakt.

Ist X kompakt, so ist f automatisch eigentlich, da kompakte Mengen abge-
schlossen sind und Urbilder von abgeschlossenen Mengen abgeschlossen in
X sind, also kompakt. Ist f: X — Y eigentlich und Z C Y, so ist auch die
Einschrankung f: f~1Z — Z eigentlich.

Proposition: Ist f: X — Y eine eigentliche Abbildung zwischen lokal
kompakten Rdumen X und Y, dann gilt:

1. f ist abgeschlossen.

2. Fiir alle g € Y und offene Mengen V C X mit f~!(g) C V existiert eine
offene Menge U C Y, g € U mit f~1(U) C V.

Beweis:

1. Ist A C X abgeschlossen und K C Y kompakt, dann ist f(A) NK =
f(AN f71(K)) kompakt, da f eigentlich ist. Also ist f(A) abgeschlossen.

2. Ist V C X offen, so ist X \ V abgeschlossen und somit ist auch f(X \ V)
abgeschlossen. Ist f~1(q) C V,soistqg € f(X ~ V) und somit g € Y ~
f(X\V).Die Menge U := f~ (Y~ f(X\ V) C V) hat die gewiinschte
Eigenschaft. O

Satz: Sei f: X — Y eine eigentliche Abbildung zwischen lokal kompakten
Raumen. Dann gilt:

f lokaler Homoomorphismus <= f ist Uberlagerung (und #f~1(g) < o0)

Beweis:  =>: Wir zeigen zuerst, dass #f () < o. Da {q} kompakt und f
eigentlich, ist f~!(g) kompakt. Da f lokaler Homémorphismus ist, ist f~1(q)
aber auch diskret. Also ist f~!(g) endlich. Setze f~1(q) = {p1,p2, ... ps}. Wir
finden offene Umgebungen W; von p;, die holomorph auf offenen Umgebungen
U; von g abgebildet werden. Setze W = |J; W;. Dies ist eine offene Umgebung
von f~1(g) und wir finden durch Anwendung der Proposition eine offene
Menge U C NU; mit f~1(U) C W. Setze V; = W; N f~1(U) und verifiziere,
dass f: V; — U ein Homomorphismus ist. Die Implikation <« ist trivial.»
Anwendung: Sei f: X — Y eine nicht-konstante eigentliche holomorphe
Abbildung zwischen Riemannschen Flachen. Sei

Y = Y~f(R),
X = fYY).
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Dann ist f': X’ — Y’ ein eigentlicher und lokaler Homdomorphismus, denn
fir alle p € X' gilt n,(f) = 1.

Aus oben stehendem Satz folgt, dass f': X’ — Y’ sogar eine Uberlagerung
ist.

Folgerung

Ist X kompakt und f: X — Y holomorph und nicht konstant, dann ist
d:.= 2 np( )
pef~)

unabhingig von q.
Die Zahl d heifst Grad oder Bliitterzahl von f.

Man sagt: f: X — Y ist eine verzweigte Uberlagerung. Die Punkte p € X mit
ny(f) > 2 sind die Verzweigungspunkte.

Folgerung
Ist X kompakt und f € M(X) eine nicht konstante, meromorphe Funktion auf X,
dann gilt
Grad ((f)) =0.

Mit Vielfachheit gezdhlt hat f genau so viele Pol- wie Nullstellen. Dies folgt
direkt durch Anwendung auf die entsprechende Abbildung f: X — P!

(2.8) Satz von Riemann-Hurwitz

Eine kompakte Riemannsche Fldche wird topologisch durch eine einzige Zahl
g, das Geschlecht, charakterisiert. Das Geschlecht berechnet sich oft am ein-
fachsten tiber die EuLER-Charakteristik x, welche tiber das Zihlen von Ecken,
Kanten und Fldchen einer Triangulierung bestimmt werden kann

E—K+F=x(X)=2-2g9(X).

Ist f: X — Y eine holomorphe Abbildung zwischen Riemannschen Flichen,
so gibt der Satz von Riemann-Hurwitz eine Beziehung zwischen x(X), x(Y)
und den Verzweigungszahlen 1, (f).
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ApoLr HurwiTZ
(1859-1919)

Satz von Riemann-Hurwitz

Sei f: X — Y eine nicht-konstante, holomorphe Abbildung zwischen kompakten
Riemannschen Flichen. Dann gilt:

X(X)=dx(Y) = }_ (np(f) - 1),

peX

wobei d den Grad von f bezeichnet.

Beweis:  Die Menge R = {p € X | ny(f) > 2} der Verzweigungspunkte ist
diskret und da X kompakt ist sogar endlich. Setze B = f(R). Wir wahlen
eine Triangulierung von Y mit B C E(Y). Indem wir von den Ecken, Kanten
und Fldchen der Triangulation die Urbilder in X betrachten, erhalten wir eine
Triangulierung von X.

Es gilt:
F(X) = dF(Y),
K(X) = dK(Y),
E(X) = dE(Y)- ) (np(f)-1)
pER
Also:

Korollar

$(X) = 1+d(g(Y) = 1)+ 3 X (mp(f) 1)
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Bemerke, dass immer Y, (1,(f) — 1) € 2Z.

Wir analysieren einige Beispiele:
1. f: P! — Pz 2232

X(PY) = 3-x(P)—(2-1)+(2-1)+(3-1))
= 3-2—-4=2.

2. Sei I' = Zw; +Zw, Gitter in C und E = C/I' die zugehorige
Riemannsche Fliche mit ¢ = 1. Die WEIERsTRAsSsche p-funktion ist
meromorph auf E und definiert somit eine holomorphe Abbildung ¢ :
E— P, z+— p(z).

Da 0 € E ein Pol der Ordnung 2 ist, folgt, dass die Abbildung Grad = 2
hat. Nach dem Satz von Riemann-Hurwitz gilt

X(E) = 2x(P) =} S(np — 1).
p

Da x(E) = 0 und x(P') = 2 folgt Y.p(np —1) = 4. Da der Grad aber 2
ist, gilt n, € 1,2. Also muss die Abbildung genau 4 Verzweigungspunkte
haben. Wo liegen diese?

Allgemein besitzt E genau n? sogenannten n-Torsionspunkte

Eln]:={z€E|n-z=0} ~Z/nxZ/n.

Die 2-Torsionspunkte sind 0, 5+, %%, = ;“’2 =: 5.

Ist f eine gerade und doppelperiodische, meromorphe Funktion, dann gilt
Wiy _ Wi
FEr3) = (G 3)

- (-9 ()

d. h.: f ist auch symmetrisch beziiglich des Punktes %i. In der Laurent-
Entwicklung kommen also nur gerade Potenzen vor. Wir folgern n«; (p) =
2

2, das heift, die Verzweigungspunkte sind genau die 2-Torsionspunkte.
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13. Vorlesung,
Mittwoch,
7.12.2011 (8-10
Uhr)

Die kritische Werte ¢; := o (%) hingen direkt mit g» und g3 zusammen
durch:

4p(2)° - g20(2) — 83

4(p(z) —e1)(p(z) —e2)(p(2z) —e3).

(¢'(2))*

3. Eine Riemannsche Fliche X heift hyperelliptisch, wenn es f: X — P!
gibt vom Grad 2. Fiir alle p € X ist dann n,(f) € {1,2}. Aus Riemann-
Hurwitz finden wir

2-2¢=22-Y (np(f)—1).

pPER

Hieraus folgt, dass es 2 + 2¢ Verzweigungspunkte gibt.

i
5 X t t t

1
t

(2.99 Die Monodromiegruppe einer verzweigten Uberlagerung Wir ha-
ben gesehen, wie jede nicht-konstante, holomorphe Abbildung f: X — Y
zwischen kompakten Riemannschen Fldchen zu einer Darstellung der Flache
X als verzweigte Uberlagerung von Y fiihrt. Wir wollen nun kombinatorisch
beschreiben, wie X durch Verklebung von d = Grad (f) tiber Y ausgestreckte
Blatter entsteht. Eine wichtige Invariante dabei ist die Monodromiegruppe der
Uberlagerung, die folgendermaflen definiert ist:

Wir wihlen zuerst einen Basispunkt a € Y . B. Das Urbild f~!(a) besteht dann
aus genau d = Grad (f) verschiedenen Punkten von X.

Fiir einen geschlossenen Weg
v:[0,1] — Y~ B
mit y(0) = (1) = a liefert der Paralleltransport lings 7 eine Bijektion

Py: f7H(a) — fH(a).
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Dies hingt nur von der Homotopieklasse [y] € 71 (Y \ B, a) ab und erfiillt (mit
der richtigen Definition von *...)

P’Y*5 = Pfy o Pt;.

Wir erhalten somit einen Gruppenhomomorphismus
P: (Y~ B,a) — Aut f1(a),
wobei Aut f~!(a) die Gruppe der Bijektionen von f~!(a) auf sich bezeichnet.

Der Gruppenhomomorphismus sagt uns genau, wie bei einem Umlaufin Y \ B
die Urbilder f~!(a) vertauscht werden.

Wenn wir eine Nummerierung der Blétter bei a vornehmen, konnen wir schrei-
ben

f_l(a) = {bl,bz, . -rbd} .
Mit &, geben wir die Permutationsgruppe auf 1,2,...,d an. Durch die Zuord-
nung
Autf_l(a) — Gy
) —
festgelegt durch ¢(b;) = b,(;), wird ein Gruppen-Isomorphismus zwischen

Aut(f~1(g)) und &, festgelegt. Speziell wird so jedem P, eine Permutati-
on 0, € &, zugeordnet:

Py (bi) = by, (i)

Definition: Den Gruppenhomomorphismus

627T1(Y\B,11) — Gd
v = Oy

nennen wir Monodromiedarstellung von f der Uberlagerung und Nummerierung.
Das Bild von & wird die Monodromiegruppe Mon(f) von f: X — Y genannt:

Mon(f) =Bild (&) < &;.

Uberlege, dass eine andere Nummerierung von f~!(a) zu einer Konjugation
von Mon(f) fithrt. Die Mondromiegruppe ist keine vollstindige Invariante.
Wir werden jedoch sehen, dass wir die Flache X eindeutig aus Y und der
Monodromiedarstellung rekonstruieren konnen.

Um die Monodromiedarstellung explizit zu beschreiben, ist es vorteilhaft,
konkrete Erzeuger fiir die Gruppe 711 (Y \ B,a) zu wéhlen. Wir fiihren dies
aber nur fiir den wichtigen Fall Y = P! aus. Jede nicht-konstante, meromorphe
Funktion f € M(X) auf einer kompakten Riemannschen Fléche fiihrt zu einer
solchen Situation. Die Beschreibung verzweigte Uberlagerungen mit Hilfe der
Monodromie geht auf Victor Puiseux zurtick.
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VicTor Puiseux
(1820-1883)

EsseialsoY =P! und B = {ag,a1,...,a,}. Wir konnen ohne Einschrankung
voraussetzen, dass ay = oo, sodass

Y\ B :C\{al,az,...,ay}.
Aus der Vorlesung Topologie sollte bekannt sein, dass die Gruppe
m (Y~ B,a) = m(C~{ay,...,a.},a)

eine freie Gruppe auf u Erzeuger ist: Schone Erzeugersysteme erhalten wir aus
Systemen von Bogen.

Definition:

Ein Bogensystem (B, ..., B;) besteht aus Bogen
Bi: [0,1] — P, i=0,...,u
mit
1. Die Abbildung B; : [0,1] — P! ist C* und injektiv.
2. Bi(0) = a, Bi(1) = a;.
3. Bi([0,1]) N B;([0,1]) = {a} fir i # j.

(4. Die Argumente der Tangenten von f3;([0,1]) bei a sind aufsteigend nach
i)
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Ein Bogensystem bestimmt ein Wegesystem (o, Y1, ...,7u) mit Basispunkt a.
Hierbei ist 7; ein geschlossener Weg von a nach a, welcher folgendermafien
entsteht:

Laufe entlang B; bis kurz vor a;, mache dann gegen den Uhrzeigersinn
einen kleinen Umlauf um a; und laufe anschlieflend mit ,B:l zuriick nach
a:

Fiir ein solches Wegesystem gilt offenbar

Loyox 1% x Y~ [a]

2. Die Gruppe m; (P! \ B,a) wird von 91,72, . .. ,Yu frei erzeugt.

Yo
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Definition:  Ein Tupel in &; ist ein geordnetes y + 1-Tuple
(UO/Ul/ .. -/UH)

mitO’iEGdundUo'O'l'“O'y:l.

Jeder Tupel bestimmt einen Gruppenhomomorphismus

o: 771(][)1 N B,ﬂ) — &y > 0;

Der Monodromie-Tupel von f: X — P!, Wegesystem (7, ..., ;) mit Basis-
punkt 2 und Nummerierung f~!(a) = {by,b,,...,b,} ist das Tupel

(00101/' . '/(T]l)/

wobei
0 =0, € Gy.

Bemerke, dass der Monodromie-Tupel (0, 07, . . . ,(7},) die Monodromiedarstel-
lung vollstindig beschreibt. Die Monodromiegruppe ist die Gruppe erzeugt
von den 0y, 071, . ..,0y:

Mon(f) = (00,01, ...,0u) = (01,02, ...,04) -

Beispiele:

1. Betrachte f: P! — P!, gegeben durch z — z3 — 3z.

B={ay=00, a1 =2, ap = -2}

Wir wihlen a = 0 als Basispunkt.
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Iz
c;=>ﬁe————<z&>d’4
-2

/

Wir sehen o7 = (12), 0o = (23). Aus der Relation oyoq0o, = 1 folgt
00 = (132). Die Monodromiegruppe Mon(f) = &s.

4 2

2. Betrachte f: P! — P!, gegeben durch z — z

—Z

Analog finden wir
o =(23), o =(12)(34),

so dass Mon(f) = ((23),(12)(34)) < Ga.

3. Fiir ein f : P! — P! definiert durch ein Polynom von Grad 5 wie unten
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lesen wir ab:

o = (34),0’2 = (12),0’3 = (4,5),0'4 = (2 3)

Die Monodromiegruppe Mon(f) = S5

Uberlege selber die Richtigkeit von:

Proposition:

1. Die Monodromie-Gruppe G operiert transitiv auf {1,2,...,d}.

2. Ist f~Y(a;) = {p1,..., pn}, so hat die Permutation o; den Zykeltyp
(nlanI .. -/nn) 7

wobei n; := n,,(f).

14. Vorlesung,  Unser Ziel ist es jetzt, folgenden grundlegenden Satz zu beweisen.

Freitag,
9.12.2011 (8-10 Riemannsche Existenzsatz
Uhr) Gegeben seien eine kompakte Riemannsche Fliche Y, B := {ag,ay,...,a,} C Y

eine endliche Menge, a € Y' := Y \ B ein Basispunkt und p: m1(Y \ B,a) — &,
ein Gruppenhomomorphismus.

Dann existiert genau eine kompakte Riemannsche Fliche X, eine nicht-konstante
Abbildung f: X — Y und eine Nummerierung von f~1(a), so dass

1. B= f(R), wobei R = {p € X | ny(f) > 2}
2. Grad (f) =4
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3. Die Monodromie-Darstellung von f: X — Y ist p.

Schritt 1: Konstruktion einer unverzweigten Uberlagerung X' — Y’ :=
Y ~\ B mit Monodromie-Darstellung = p.

Wir geben zwei Konstruktionen fiir X'.

A: Bastelanleitung Wir behandeln nur den Fall Y = P!, wo bereits alle
Aspekte der allgemeinen Situation auftreten.

- Wir wahlen dazu ein Wegesystem (7o, ..., ;) wie oben. Der Homomor-
phismus p liefert uns einen Tupel (o, . ..,0,), wobei o; := p(7;).
- Starte mit d Kopien Ptk (k=1,2,...,d) von P!
- Schneide die gewahlten Bogen
K
= Ugi(01)

i=0

aus P' (%) heraus und setze UK) = P! < B.

- Fuge ,linke und rechte Ufer” Lf") und RE") an U™ und setze X% =

(k k)
U Ut L U R

- Verklebe die Ufer miteinander gemaf dem Tupel (0y, ..., 0y)

0i(k) = | <= verklebe Rl(k) entlang Ll(l)
d
- Setze X' = [[XW®)/ ~
k=1

Dies ist eine topologische Fliche und X’ —+ Y’ ist eine Uberlagerung, welche
p als Monodromie hat.
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B: Abstrakte Konstruktion

Sei p: (Y \ B,a) — &, ein Gruppenhomomorphismus. Das Bild G :=
Bild (p) ist die zugehorige Monodromiegruppe. Wir betrachten nun den Kern
H := ker(p). Sei weiter Y/ — Y’ die universelle Uberlagerung von Y'. Die
Gruppe H operiert auf Y’ durch Decktransformationen. Wir setzen X’ := Y’/ H.
Aus der Vorlesung Topologie folgt:

1) X' — Y’ ist eine Uberlagerung
2) m(X’") — 1 (Y’) hat genau H als Bild.

3) X’ — Y’ hat p als Monodromie-Darstellung.

Schritt 2: (vgl. Forster, Theorem 4.6, S. 22) Sei Y eine beliebige Riemannsche
Flache und X ein zusammenhéngender, Hausdorffscher Raum, f: X — Y
ein lokaler Homoomorphismus. Dann gibt es auf X genau eine Struktur als
Riemannsche Flache, fiir die f holomorph ist.

Beweis:  Jeder Punkt p € X besitzt eine Umgebung U, welche durch f ho-
moomorph auf eine Umgebung V von f(p) abgebildet wird. Durch eventuelle
Verkleinerung von U und V kénnen wir voraussetzen, dass es eine Karte
¢: V. — W C C aus dem Atlas von Y gibt. Wir erhalten auf diese Weise einen
Atlas fiir X, welcher die Karten ¢ o f|;;: U — W enthilt. Die holomorphe
Vertraglichkeit ist nicht schwer einzusehen. Durch diesen Atlas ist die Ab-
bildung f: X — Y per Definitionem lokal biholomorph geworden. Die so
entstandene komplexe Struktur auf X ist eindeutig. Ist ndmlich A’ ein weiterer
Atlas, welcher f: X — Y holomorph macht, so erhalten wir ein Diagramm

(X, A) = (X, A)
N
Y
Da f und f’ beide lokal biholomorph sind, folgt dass Id biholomorph ist. O

Wir kénnen dies auf unsere topologische Uberlagerung f': X’ — Y’ aus
Schritt 1 anwenden und erhalten somit eine komplexe Struktur auf X'.

Wir wollen nun die Fliche X’ zu einer kompakten Riemannschen Flache X und
f' zu einer holomorphen Abbildung zwischen kompakten Riemannschen Flichen
erweitern.

8o



X'C > X
vl
\4
YC——Y
Auch diese Konstruktion folgt aus ganz allgemeinen Uberlegungen.

Wir betrachten zur Orientierung eine Modell-Situation:

Setze
E={zeC]| |z| <1}, E*=E-\{0}.

Die Uberlagerungsabbildung
pn: Ef — E*; z+—— 2"
besitzt eine offensichtliche Erweiterung
pn: E—E; z+— 2"

und wir erhalten das offensichtliche Diagramm M (n)

E*——E <—{0}

"y

E*C——E <—{0}

Ausschlaggebend ist folgendes Lemma, das als Ubungsaufgabe empfohlen
wird:

Lemma: Jede Uberlagerung W* L, E* einer Riemannschen Fliche ist

isomorph zu pj;: E* — E*, wobei n = Grad (f).

Hierbei bedeutet die Isomorphie, dass es ein ¢: W* — [E* existiert, so dass

f=Puog.
Dies ist die entscheidende Idee fiir Schritt 3.

Satz iiber das Stopfen der Locher

Sei f': X' — Y’ eine (unverzweigte) Uberlagerung von Riemannschen Flichen,
Y' < Y, wobei Y eine kompakte Riemannsche Fliche ist und Y \Y' = B =
{ag,...,a,}.

Dann existiert genau eine Riemannsche Fliche X und eine holomorphe Abbildung
f: X — Y, welche f': X' — Y’ fortsetzt.
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X'c > X

f'l vf
Y=Y

(vgl. Forster, Theorem 8.4, S. 51)

Beweis: ~Wibhle fiir alle Punkte a; € B eine Karte ¢;: U; — [, a; — 0. Setze

n
us = uny =]Ju;.
i=0
Durch ¢; erhalten wir Biholomorphismen U — [E*. Setze weiter

4 I3
vee= ()7 = L) =T vy
i=0 i=0 jel;
wobei Vl;‘, j € I, die Zusammenhangskomponenten von V* sind. Die Ein-
schrankung von f’ liefert Uberlagerungen

R *
fijs Vii — U;

Nach dem oben stehenden Lemma sind diese isomorph zu Standard-Uberlagerungen
pn: E* — E* fiir gewisse n = n;;: Wir erhalten so (pfj: Vl}* — E* und und
ein kommutatives Diagram:
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¢

Wihle nun abstrakte Punkte P; (i=0,...,1,j € I;) und setze

Vij = Vi; U{P;},

Wir erweitern gol’-‘]- zu @;i: Vi — E indem wir ¢ij(Pij) = 0 setzen.

Das Diagramm
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15. Vorlesung,
Mittwoch,
14.12.2011
(8-10 Uhr)

ViV =<—{P;}

]

Uy—— U =—{a;}
ist nun isomorph zum Diagram M(n;;).
u
Wir haben eine Inklusion V* <E> V= [I II Vjj und erhalten ein Diagram
i=0 jGI,‘

o
uUu-——1u
wobei f* und g die offensichtliche Abbildungen sind. Wir haben aufferdem
eine Inklusion V* <% X'. Definiere X durch folgendes , Push-out” Diagramm:
v Py

o

B Y
X' —=X

Das heif8t: X entsteht durch Verklebung von X’ und V mit Hilfe von « und B:
X=XT[v/~,

wobei ~ die Aquivalenzrelation ist, welche a(P) mit B(P), P € V*, identifiziert,
und versehen mit der Quotiententopologie. X ist eine Riemannsche Fldche; die
¢ij: Vij — [ sind Karten um p;;. Wir erhalten so ein Diagramm:

Ve X <X’

gl f lf’
v
Ue——sY <—Y’
Die Existenz einer stetigen Abbildung f folgt aus der universellen Eigenschaft der
Quotiententopologie. Die so konstruierte Flache X mit Abbildung f: X — Y

liefert nun die gefragte Erweiterung von f': X’ — Y’. Einige Sachen gibt es
zu verifizieren. Zum Beispiel ist f holomorph, weil f' und g es sind. O

Die Kombination von Schritt 1, Schritt 2 und Schritt 3 fiihrt nun direkt zum
angekiindigten Existenztheorem fiir Riemannsche Flichen.
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Wir kénnen den Satz iiber das Stopfen der Locher, auch benutzen, um eine alge-
braische Kurve definiert durch F € C[X, Y] zu einer kompakten Riemannsche
Flache zu erweitern.

Sei F € C[X, Y] ein irreduzibles Polynom, C = V(F) € C? die zu F gehérige
algebraische Kurve. Schreibe
F = ag(X)Y'+-- +ay(X) a;eC[X]
— a(X)f(X,Y)

mit £(X,Y) = Y4+ by Xy 4 be(X), bi(X) = 25 € C(X).

Setze U := {x € C | ap(X) # 0, Af(X) # 0}, wobei A = Resy(f,9,f) € C(X)
die Diskriminante bezeichnet. Sei

Cl:={(X,Y) eUxC|f(X,Y)=0}
Dann ist C0 — U; (X,Y) — X eine unverzweigte Uberlagerung vom Grad
d.

Aus der Satz iiber das Stopfen von Licher erhalten ein Diagram:

COCiix X =Gy

|

u—— - p!

Wir nennen X die kompakte Riemannsche Fliche zu C.

(2.10) Uberlagerung und Kérpererweiterung Betrachte eine nicht-konstante,
holomorphe Abbildung f: X — Y zwischen kompakten Riemannschen Fla-
chen X und Y.

Ist ¢ € M(Y) meromorph, so entspricht ¢ einer holomorphen Abbildung
@: Y — PL. Durch Komposition mit f erhalten wir g o f: X — P!, d. h.
einer meromorphen Funktion ¢ o f € M(X):

¢ — ¢@of.

Es ist offensichtlich, dass M(Y) < M (X), also erhalten wir eine Korpererwei-
terung.

Satz

Sei f: X — Y eine holomorphe Abbildung vom Grad d und K C L die entspre-
chende Korpererweiterung, wobei K = M(Y), L = M(X). Dann gilt:
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1. Fiir alle g € L ist:
[K(g): K] <d.

2. Gilt die Gleichheit [K(g): K] = d, so ist auch

L=K(g).

3. Nimmt g d verschiedene Werte an auf der Faser f~'(a) fiir ein a € Y, so gilt
die Gleichheit [K(g): K] = d.

Beweis: 1) Setze ¥ := {p € X | np(f) > 2}U Pole (g) und Y’ := Y ~ f(X),
X' = X~ f71(X). Die Abbildung f': X’ — Y’ ist unverzweigt und fiir
d
a € Y erhalten wir eine offene Umgebung U C Y’ s. d. f~1(U) = []V; und
i=1
Biholomorphismen @;: U — V;. Setze g; := g o ¢; und betrachte das Polynom
d
FT)=]](T—8) =T +b T '+ +b,.
i=1

Es folgt b; € O(U) und F(g) = 0. Die b;s verkleben zu globalen meromorphen
Funktionen B; € M(Y) und somit erfiillt ¢ die Gleichung F(g) = 0, wobei
F € M(Y)[T]. Es folgt

K(g): K| <d.

2) Angenommen, es ist [K(g): K] =d.Sei k € L = M(Y) ein weiteres Element.
Dann gilt
K C K(g) € K(k,g) = K(p),

wobei p primitives Element der Erweiterung K C K(k, g) ist. Da
d > [K(p): K] = [K(k,g) : K(g)][K(g) : K]

folgt:
[K(k,g) : K(g)] =1

Also ist K(k,g) = K(g), d. h. k € K(g). Da k € L beliebig war, folgt L = K(g).
3) Ist gi(a) # gj(a), i # j, dann kann g keine Gleichung vom Grad < d erfiillen.
O

Wir kénnen dies anwenden auf eine algebraische Kurve

flry) =0 feCX)[Y],

definiert durch ein irreduzible Polynom f tiber C(X).
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Sei X die kompakte Riemannsche Fldche zu f wie aus dem folgenden Dia-
gramm

0o x

|

uc—-s1p!

Es ist klar, dass x,y € M(X) D M(P!) = C(x). Die Funktion y nimmt auf
Fasern von f d verschiedene Werte an. Also ist

M(X) = Cx)(y) =Cloy)/(f(xy))
= CW/flxy).

Also ist M(X) eine algebraische Erweiterung von C(x) vom Grad d!

In der Vorlesung Korper, Ringe, Moduln lernt man, wie man zu f € K[Y] vom
Grad d eine Galois Gruppe Gal (f) assoziiert, welche den Aufldsungsprozess
der Gleichung

f=0
beschreibt. Die Gruppe Gal(f) vertauscht die Wurzeln von f in einen Zerfil-
lungskorper und ist somit Untergruppe von ;.

In dieser Vorlesung haben wir jeder verzweigten Uberlagerung f: X — Y
eine Monodromiegruppe Mon (f) < &, zugeordnet, welche die Vertauschung
der Blatter beschreibt.

Satz von HERMITE
Ist f € C(X)[Y] irreduzibel, dann gilt:

’Mon(f) :Gal(f)‘

CHARLES HERMITE
(1822-1901)
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Der Mathematiker V. I. Arnold hat angegeben, wie dies zu ein topologischer
Beweis vom Satz von ABEL-RUFFINI iiber die Nichtauflosbarkeit der allgemeinen
Gleichung von Grad > 5 fiihrt.

ViLADIMIR I. ARNOLD
(1937-2010)
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§3. Analysis auf Riemannschen Flachen

(3.1) Eine meromorphe Funktion f auf einer kompakten Riemannschen
Flache hat, mit Vielfachheit gezéhlt, genau so viele Null- wie Polstellen:

Grad ((f)) = 0

Konnen wir ansonsten die Pol- und Nullstellen beliebig vorschreiben?

Fiir X = IP! ist die Antwort offensichtlich: ja!

IstD=Q1+Qx+---Qx—P—P,—+--— P+ (I — k)oo ein Divisor vom Grad
0 mit (f) = D; wir konnen

I (- Q)
[Ty (x - P)
nehmen. Erinnert sei hier noch an die Tatsache, dass der Divisor (f) auf einer

kompakten Riemannschen Fldche die Funktion f bis auf eine multiplikative
Konstante festlegt.

f(x)

Fiir alle kompakten Riemannschen Flichen X mit g(X) > 1 lautet die Antwort
auf die obige Frage: nein.

Wir untersuchen dies fiir Tori X = C/T, wobei I' C C ein Gitter ist. Eine
meromorphe Funktion auf X ist dasselbe wie eine meromorphe Funktion auf
C, die doppelt periodisch beziiglich I' ist. Pole und Nullstellen einer solchen
I'-doppelt periodischen Funktion kénnen nicht beliebig gewéhlt werden.

Proposition: Essei f € M(C/T), ay,...,a, die Pol- und Nullstellen in einem
Periodenparallelogramm P, (so gewdhlt, dass «; & 0P;), und es sei m; = vy, (f)
die Vielfachheit. Dann gilt:
.
Zmi-zxi:O mod I’
i=1

(Hier steht eine Summe in C, nicht etwa in Div (C/T).)

Beweis:
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Aus dem Residuensatz folgt:

1 G N v
i Jop f(z) dz =) a;Resy, (f>—2"‘1'mz-

Andererseits ist

a+wq a+wi+wy f/ a+w1 f/
/ —/ z— dz = —w2/ dz
a

a+wy f

= —wy logf‘a € ZmZ-wz,

und analo
8 a+wi+wy a+wy f/
/ — / dz € 2miZ. - wy.
a

+wq

Also Y a;m; €T O

Wir versuchen nun analog zu

D=Q+Q+ - +Q-P—-—P——F

ein f mit (f) = D zu konstruieren.

Da die Riemannsche Fliche C/T isomorph zu C/AT (A € C*) ist, konnen wir
das Gitter immer als
Z1+7Z-7

wihlen, wobei T € H= {z € C | Imz > 0}.

Definition: Fiir z € C, T € H setzen wir

G(Z T Z emn 214-27inz
nez

Die Summe konvergiert absolut und uniform auf Kompakta in C x IH und
definiert somit eine holomorphe Funktion (in z und t), welche Theta-Funktion
genannt wird.
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Eigenschaften der 6-Funktion:
1. 0(z+1,7) =6(z,T)
2. 0(z+1,7) = e T2 (2, T)
3. 0(z+at +b,T) = e TCT2TZY (2 1) (g,b € Z).

Satz:  6(z,7) hat genau eine einfache Nullstelle im Periodenparallelogramm
vom Gitter Z + tZ.

Beweis:  Das Pol- und Nullstellen zihlende Integral - Jop f'/ f dz zéhlt die

27

Nullstelle von f(z) := 6(z, ) mit Vielfachheit ( hat keine Pole).
Es ist

fz+1) = f(z)

flatt) = ot fm) =
f/ z T :Jilz 'L/Z T :—/— 7Tl
f( +17) f<>’ f( +7) 7 2

#Nullstellen = Zim{i —t+— -} =1

Die Frage ist: Wo liegt diese Nullstelle?

Man definiert die 6-Funktion mit Charakteristiken a, b als
O,p(z,T) = Z prti(atn)?-T427i(n+a) (z-+b)

nez

Eine einfache Rechnung zeigt, dass dies bis auf einen Faktor eine um at + b
verschobene 6-Funktion ist, d.h.

Gub(z/ T) _ enia2r+2niu(z+b) 9(Z+EIT—|- b, T).

7!

Speziell fiira =b = % findet man

011(—z1) = 2 e7ri(n+%)2~T+2m'(n+%)(fz+%)
22 nez
_ Z em‘(—%—m)z-&-Zm'(—m—%)(—z-&-%) (m - _1— n)
meZ
2em‘(nJr%)2+2m'(m+%)(z+%)727ri(m+%)
= —9%,% (Z, T)
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Also: 61 1(0,7) =0.

11
272

Korollar:  6(3 +37,7)=0

T +T

o 1

A1)= o

Wir wahlen Punkte Q1,Q»,...,Qy und Py, P, ..., P; und setzen

Ci

d 1 1
[10(z— Qi+ 5+ 57)

fle) == —

T 1 1
[16(z— P + 5 + ET)
—_—
d;
Man verifiziert schnell, dass:
flz+1) = f(z)
fle+m) = &mEaif()

gilt. Ist also }_ Q; = Y P;, so folgt
flz+71) = f(z),

d. h. wir haben eine Funktion f € M(C/T) mit (f) = D gefunden.

Bemerke,dass w = dz eine holomorphe Differentialform auf C/T ist und

/PQw:Q—P.

Also gilt:

Q1 Qu
/ +- 4+ w=0 modT
Py Py
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genau dann, wenn es existiert ein f € M(C/T) mit (f) =Y Q; — P;.

Wir werden diesen Sachverhalt nun auf beliebige kompakte Riemannsche
Flachen verallgemeinern.

Hauptergebnisse

1) Ist X eine kompakte Riemannsche Flache von Geschlecht g, so ist der Raum
Q' (X) der holomorphen Differentiale ¢ dimensional.

2)  Satz von Riemann-Roch: Fiir einen Divisor D € Div (X) notieren wir mit
L(D) :={f e M(X) | (f) +D =0}

den Vektorraum aller meromorphen Funktionen mit “hochstens Polen in D”.
Fiir die Dimension
(D) := dim¢ £L(D)

gilt

(D) —I(K—D) = Grad D — g + 1]

Hierbei ist K ein sogenannter kanonischer Divisor, dass heisst K = (w), wobei
w € M!(X) ein beliebiges meromorphes Differential bezeichnet.

3) Das Abelsche Theorem:

Es exisitert ein f € M(X)* mit (f) = ¥ Q; — P;, genau dann, wenn fiir alle
w € O(X) gilt

Qi
Z w =0 modulo Perioden von w.
P

16. Vorlesung,
Freitag, Weihnachstintermezzo

16.12.2011 Zu einem Gitter I' = Zwq + Zw, C C erhalten wir eine Riemannsche Fldache

(8-10 Uhr) vom Geschlecht 1.
E(T):=C/T
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Wir wollen nun der Frage nachgehen, wann zwei solche Fldchen isomorph sind.
Proposition:

E(F1) ~ E(Fz) < A1 =T15.
fiir ein A € C*.
Wir kénnen durch eventuelle Umbenennung von wj, w, erreichen, dass
Im (wy/wy) >0

gilt. Es ist dann
I'=Zwi + Zwr, = w1 - (Z+ZT>

wobei
T:=wy/w €H
Es ist also
E(T)~E;:=C/Z+Zt
Ist

Zw1 + ZOJZ = Z(Ui + Zwé

so lassen sich w], w} linear in wy, w; ausdriicken:

wh = awy+bw
wj = cwyt+dw

(Z Z) € SLy(2).

Die Beziehung zwischen 7’ und 7t wird durch eine entsprechende Mibius-
Transformation

wobei

, at+b
T =
cT+d

gegeben. Erinnert sei an dieser Stelle, dass PSL,(R) genau die Automorphis-
mengruppe Aut(IH) der obere Halbebene ist, wobei die Wirkung durch

at+b
cT+d

PSLH(R) xH — H, 7+—

gegeben ist.
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Die Untergruppe PSLy(Z) C PSLy(R) wird Modulgruppe genannt. Sie wird
erzeugt von den zwei Elementen S und T

T:t—1+1, S:17— —-1/1

fuir die die Relationen
§2=(ST)*=1
gelten.

Proposition: Es ist Er ~ E genau dann, wenn 7 und 7’ in der gleichen Bahn
der Modulgruppe liegen.

Definition: Ein Fundamentalbereich fiir eine Gruppe G C PSL(R) ist eine
Teilmenge D C IH mit folgenden zwei Eigenschaften:

1. ¢DND =Qfuralle g € G, g #1d.

2. UgeggD = H.

Satz (Dedekind 1877)

Die Menge
D={treH]| |t| >1, -1 <Re(7) < 1}

AN

/

ist ein Fundamentalbereich fiir die Modulgruppe. Da fiir a,b,¢,d € R

m (2EF A L Im(T)
ct+d) et +df?
gilt, folgt, dass jede Bahn unter der Modulgruppe die Menge D trifft. Um zu

zeigen, dass D tatsdachlich ein Fundamentalbereich ist, braucht man zusétzliche
Argumente. Die Pflasterung von H mit Kopien von D ergibt ein hiibsches Bild:




PV

e

-2 -1.5 -1 -0.5 5 1 1.5 2

Beachte die zwei speziellen Punkte T = i und T = p. Es sind die Fixpunkte von
S bzw. ST der Modulgruppe und die entsprechende Gitter Z + Zt haben eine
zusdtzliche Symmetrie.

| e
EEEE T Au ()= 2/

Satz (F. Klein)

Es existiert genau eine holomorphe Funktion
j;H—C

mit folgenden Eigenschaften

1. ](?2;3) = j(7) fur alle (LCZ Z) € SLy(Z)

2. j trennt PSLy(Z)-Bahnen, d.h. nimmt auf verschiedenen Bahnen verschie-
dene Werte an.

3. j(p) =0, j(i) = 1728, j(c0) = 0

O e

J(P=0 ; j)=1228

j(7) ist ein sehr bemerkenswerte Funktion. Die Theorie der komplexen Multipli-
kation zeigt, dass j fiir imagindr quadratische T algebraische Werte annimmt.
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Wir erinneren an den Gittersummen

Sor(T) =) ﬁ

wel”
die in der Laurentreihenentwicklung der p-Funktion

1 [ee)
p(z) = ) + Z(Zk +1)Spps2(T)z%*
k=0
auftreten und im Zusammenhang stehen mit den Koeffizienten go = 6054,
g3 = 140S¢ aus der Differentialgleichung der p-Funktion

(p')? =4p° — 920 — g3

Wenn wir das Gitter Zw; + Zw; zu wy(Z + Z7) normalisieren, so erhalten

WI1r 1
So(T) = —5 - Ga(7),
wy

wobei

Go(T) == ), !

w00 (n+mt)2
die sogenennte Eisensteinreihe von Gewicht 2k ist. Man tiberzeugt sich leicht,
dass )
at + . 2k
o (g ) = (cr+ % Gu(r)

fir alle a,b,c,d € Z mit ad — bc = 1 gilt. Funktionen auf H mit solch einem
Transformationsverhalten nennt man Modulformen von Gewicht 2k. Zum Beispiel
ist

A(T) = g3 — 2783

ein Modulfrom von Gewicht 12. Die j-Funktion ist nun definiert als

j(t) = 1728;2)

und ist somit invariant unter die Wirkung von PSL(2,Z).

Da Modulformen invariant unter der Transformation T : T +— T + 1 sind,
versucht man sie in der Variable

27T

g:=e

zu entwickeln. Es ist eine gute Aufgabe die nachfolgende Aussage zu verifizie-
ren.
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Propostion: Die g-Entwicklung von Gy wird gegeben durch

2mi)%k
Gox = 20(2k) + 2((2]{_)1), Zoo02k-1(n)q"
wobei

ok (n) = Ty, d*

die Summe der k-ten Potenzen der Teiler einer Zahl n bezeichnet.

Hieraus findet man mit einigem Fleifs
1
(@) = o+ 74441968849 + 214937609% + - - - ,

was den Normierungsfaktor 1728 erklédrt. Die Koeffizienten dieser Reihe, wel-
che seit dem 19ten Jahrhundert bekannt sind, folgen keinem erkennbaren
Bildungsgesetz und ihnen wurde auch keine besonderen Bedeutung beigemes-
sen. Das dnderte sich schlagartig, als Joun McKay im Jahr 1978 bemerkte,
dass

196884 = 196883 +1 !

Joun McKay

Die grofste der 26 sporadischen einfachen Gruppen hat
2%.30.57.76.117.13°- 1719232931 - 41 -47-59 - 71

Elemente und wird Monstergruppe genannt. Die kleinste nicht triviale irreduzi-
ble Darstellung hat die Dimension

196883 = 47-59 -71

Zufall? Es schien absurd: zwei weit entfernte Gebiete der Mathematik waren auf
einmal miteinander verbunden. Aber was haben komplexe Tori mit einfachen
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17. Vorlesung,
Mittwoch,
11.1.2012 (8-10
Uhr)

Gruppen zu tun? CoNwAay und NORTON fanden weitere Zusammenhinge und
pragten den Begriff Monstrous Moonshine um diese verrtickte Idee anzudeuten
und formulierten konkrete Vermutungen, die BORCHARDs spéter beweisen
konnte und ihm 1998 die Fields-Medaille bescherte. Inzwischen ist einiges
mehr verstanden worden, aber der Zusammenhang ist immer noch mysterios.

(3.2) Analysis auf Mannigfaltigkeiten Fiir eine offene Teilmenge U C R”
schreiben wir AP (U) fiir den R-Vektorraum aller p-Formen der Klasse C®.
Eine solche Form w € AP(U) hat eine Darstellung als

w = 2 AI'de,

[Tl=p
wobei
I = (iyip...0p) i1 <ip<---ip|I|=p
A = A, €CT(U)
dx; = dxl-l AN dxiz VANRIRWAN dxip.

0-Formen sind nichts anderes als Funktionen: 21°(U) = C*®(U). 1-Formen sind
von der Form
w=Aydx1+---+ Apdx,

mit A; € C®(U). Daher ist 2 (U) ~ C®(U)".

2-Formen haben die Gestalt

w = ZAi]-dxi A dX] .

i<j
Daher ist 22(U) ~ C*(U)(2) und allgemein ist
AP (U) = APAL(U).

Der Cartan-Kalkiil beschreibt die wichtigsten Rechenregeln fiir Differentialfor-
men. Das Dach-Produkt ist eine bilineare Abbildung

A AP (U) x AT1(U) — APTI(U),

festgelegt durch
dxy A de = dX[U]
dxiNdx; = 0;
dxl- A dx] = —de A dxl- .
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Die duflere Ableitung ist eine R-lineare Abbildung
d: AP (U) — APH(U),

festgelegt durch
0;A]
dw = ZdAI ANdxp = Z al_xidxi ANdxy,
wenn
w = ZAI de.
Die wichtigsten Regeln des Cartan-Kalkiils sind
wAy = (-)PyAw.
dlwAny) = dwAy+(=1)Pwndy.
d(dw) = 0.

Ist : V — U eine C*-Abbildung, so erhalten wir eine induzierte Abbildung
" AP (U) — AP(V).
Fir eine 1-Form w = }_ A; dx; ist

'w = ) Ailgy)dei(y)
_ 9¢;
= %Ai(Q’(y))a_yjdyj

Es gilt:

orwAn) = WA
¢ (dw) = dg*(w).
Mit Hilfe von Karten lassen sich diese Begriffe auf eine beliebige n-dimensionale

Mannigfaltigkeit X tibertragen. Wir notieren die entsprechenden Vektorraume
von p-Formen auf X mit AP (X).
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Erie CARTAN
(1869-1951)

Differentialformen sind dafiir da, um tiber ,etwas” integriert zu werden.
Ist y: [0,1] — U und w € AL (U), so ist

/Ww - /01 o = 2/01 Ai(y(t))d%” dt

Analog ist fiir eine p-Form das Integral tiber einem p-Wiirfel definiert: Ist
w € AP(U) und y: [0,1]7 — U, so ist

1 1
/w = // Tw
¥ 0 0

1 1 ox;
_ 2/0 /0 A,<at1mtp>dt1...dtp.

Der Rand eines p-Wiirfels besteht aus 27 Kopien eines (p — 1)-Wiirfels:

r': 'G/_"/P 9 = .’x’.'

-P

-Q

T~
M= A= / /
i 1

Eine p-Kette ist eine formale Z-Linearkombination von p-Wiirfeln. Solche
p-Ketten bilden auf offensichtliche Weise eine abelsche Gruppe W, (X). Der
Rand von I' = 71 + - - - + 7, ergibt sich als lineare Fortsetzung des Randes von
p-Wiirfeln und definiert

9: WP(X) — Wpfl(X).

Satz von Stokes
Fir w € AP(X) und T € W, 1(X) gilt:

/dw: w
r or
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GEORGE GABRIEL STOKES
(1819-1903)

(3.3) Homologie & Kohomologie Die Gleichung
dod =0

driickt aus, dass der Rand einer Kette selber keinen Rand mehr hat. Gelehrter
gesagt erhallt man einen Komplex von abelschen Gruppen

— W (X) -2 Wi (X) —L Wo(X) — 0

Eine Kette v € W,(X) heiflt Zyklus, wenn 9y = 0 und Rand, wenn es ein
I'€ Wy;1(X) gibt so, dass oI’ = v gilt. Da dd = 0 sind die Rénder automatisch
Zyklen, aber das Umgekehrte gilt eben nicht immer. Wir schreiben

v~ ,wenn v - =0Tl

und sagen <y und v/ sind homolog.
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Man bildet die abelschen Gruppen bestehend aus allen Zyklen und Rénder
Zi(X) = Kern(Wi(X) = Wy_1), Ry 1= Bild(Wi1(X) — Wi(X))
Definition
Die k-te Homologiegruppe ist die Faktorgruppe
Hi(X) = Z(X) / Ri(X)

Elemente von Hy(X) sind also genau die Aquivalenzklassen von homologen
Zyklen.

Ganz analog erhalten wir fiir jede Mannigfaltigkeit X aus der Gleichung
dd =0

einen Komplex von R-Vektorraumen
0 — 29(X) L w1 (X) L A2(X) — - -

Eine Differentialform w € AP (X) heif3t geschlossen, wenn dw = 0 gilt und exakt,
wenn es ein 77 € AP~1(X) gibt so, dass w = dy. Da dd = 0 gilt, ist jede exakte
Form automatisch geschlossen, aber nicht immer umgekehrt. Wir schreiben

w~o e w—o =dy.

und sagen w und w’ sind kohomolog.

Man bildet die Vektorrdume aller geschlossene und exakte Formen
ZK(X) := Kern(2¥(X) -5 211 (X)), RF:= Bild(21(X) -4 k(X))

Definition Die k-te deRham Kohomologiegruppe ist der Faktorraum
HEL (X) := HF(X,R) := Z¥(X) /RF(X)

Elemente von H§R(X ) sind also genau die Aquivalenzklassen von kohomolo-
gen geschlossenen Formen.

Proposition: Fiir einen p-Zyklus v € Z,(X) und eine geschlossene Differenti-
alform w € ZP(X) héangt die Periode

/Ww

nur von den Klassen [y] € Hy(X) und [w] € H;R(X) ab.

Beweis Dies ist eine rein formale Folgerung aus der Stokesschen Formel.
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Ist ¥ ~ 9" und dw = 0, so ist

[o=] e
v e

da [, w= [jrw= [rdw=0gilt.

Analog, wenn w ~ w’ und 0y = 0, so ist

L= 1
v 7

da [ w—w'= [ dy= [, n=0gilt i
Wir haben somit eine wohldefinierte Paarung

HL(X)x Hp(X) — R
[w] 7 = [

Beispiele: Wir beschreiben erst Hy(X) und HY (X) fiir eine beliebige Mannig-
faltigkeit X.

Eine 0-Kette in X ist eine formale Linearkombination von Punkten in X, was
wir im Falle einer Riemannschen Fldche auch Divisor genannt haben. Offen-
sichtlich ist p ~ g genau dann, wenn es einen Weg 7 von p nach g gibt; es ist
dann g — p = 9. Ist X wegzusammenhédngend, so sind alle 0-Ketten homolog
zu n.p fir ein n € Z, also gilt dann Hy(X) = Z. Besteht X aus r Wegzu-
sammenhangskomponenten, so ist Hy(X) = Z’. Eine 0-Form auf X ist eine
Funktion f : X — R und sie ist geschlossen, wenn df = 0. Der Vektorraum
HgR(X) besteht also aus allen Funktionen mit df = 0. Das sind genau die lokal
konstanten Funktionen, also ist H), (X) = IR". Die Paarung

HI%(X) x Hy(X) — R

ordnet jeder lokal konstante Funktion f und jeder 0-Kette }_;_; n;P; die Summe

r

Y nif(P) €R

i=1
Zu.

Als zweites Beispiel betrachten wir U := R? \. {0}. Die Differentialform
w— xdg — y;ix
xX-+y
ist geschlossen, dw = 0. Der Weg

7:10,1] — U+ (cost,sint)

103



18. Vorlesung,
Freitag,
13.1.2012 (8-10
Uhr)

ist geschlossen, 7(0) = 7(1). Somit kénnen wir 7 als einen Zyklus in U
auffassen. Berechne nun, und stelle fest, dass

Aw#o

gilt. Wir konnen hieraus folgern [w] # 0, [y] # 0, sodass die Rechnung auf
jeden Fall zeigt, dass
Hig(U) # 0, Hy (U) # 0

Es stellt sich heraus, dass

Ho(U) = Hy(U) = Z, H(U) = 0,k > 2
und analog
Hor(U) = Hjp(U) = R, Hip (U) = 0,k > 2

In der Vorlesung Topologie lernen Sie allgemeine Techniken, die es erlauben
die Homologiegruppen Hy(X) fiir konkret gegebene, topologische Rdume zu
berechnen. Die Bildung der Homologie ist funktoriell; dies bedeutet dass nicht
nur jedem X Gruppen zugeordnet werden, sondern auch, dass jeden stetigen
Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdume ein Gruppenhomomor-
phismus
fe: Hi(X) — Hi(Y)

induziert. Auf der Ebene der p-Wiirfel wird dies durch Komposition mit der
Abbildung f beschrieben.

Analog verhilt es sich bei der deRham-Kohomologie: eine (differenzierba-
re) Abbildung f : X — Y zwischen Mannigfaltigkeiten induziert lineare
Abbildungen

f* H(Y) — H(X).
Auf der Ebene der Differentialformen wird dies durch das Zurtickziehen:
w — f*(w) beschrieben.

Die Berechenbarkeit der Homologiegruppen beruht auf

Homotopieinvarianz der Homologie

Insbesondere gilt fiir eine sternformige Menge U C R" ist jeder p-Zyklus
(p > 0) Rand einer p + 1-Kette.

Ho(U) =7, HZ(U) =0, i>0
Die analoge Aussage fiir Differentialformen ist bekannt unter dem Namen

Poincaré-Lemma: auf einer sternférmigen Teilmenge U C IR" ist eine geschlosse-
nen Form auch exakt.

H(U) =R, H'(U)=0, i>0
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Satz von Mayer-Vietoris

Sind U, V C X offene Teilemengen von X, so gibt es eine lange exakte Sequenz
von Homologiegruppen:

..~ H(UUV) - H,(UNV) — H,(U) @ Hy(V) - Hy(UUV) — ...

Analog findet man ein lange exakte Folge fiir die deRham-Kohomologie:

...— HUuVv) = HU)e H (V) - H*\(UNV) - HFY (UUuVv) — ...

WALTHER MAYER UND LEOPOLD VIETORIS
(1887-1948  1891-2002)

Unter Anwendung dieser Sédtze wird in der Vorlesung Topologie folgende
fundamentale Aussage bewiesen:
Satz

Fiir eine kompakte, orientierbare Flache X vom Geschlecht g gilt:

H(X)=2Z ; Hi(X)=Z% ;, HX)=Z
H(X)=R ; HYX)=R%® ; H*X)=R.

o(' °(L °<3

Eine Basis fiir Hy(X) wird durch die in der Zeichnung angegebenen Zyklen
a1,...,4g und By, ..., Be gegeben.
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Wir beschrieben die Zusammenhang zwischen Homologie und Kohomologie
fiir den Spezialfall einer kompakten Riemannsche Fldche.

Proposition: Sei X eine Riemannsche Fliche und w € A!(X) eine Differential-
form mit dw = 0.

Dann ist die Kohomologieklasse [w] € H!(X) durch die Perioden | LW, Y E
Hp(X) festgelegt.

Beweis: Ist w’ eine andere geschlossene Form mit | " w' = fv w fiir alle y €
Hi(X), so ist

/(w—w’) =0,7 € Hi(X).
0

Waihle einen Basispunkt P € X und Q ein variabeler Punkt. Die Funktion

ist wohldefiniert, das heisst unabhéingig vom gewéahlten Weg von P nach Q, da
der Differenz zweier solche Wege ein Zyklus ist. Es ist

dF = w — &',

was nicht anderes sagt als [w] = [w'] O

Proposition: Es sei 71, ..., 724 eine Basis fiir Hi(X) und py, ..., pag € R belie-
big vorgegebene Zahlen. Dann existiert ein w € A} (X), dw = 0 mit

w = p;

Vi

Beweis: Wir konstruieren geschlossene Differentialformen w; € 2! (X)mit

Die Differentialform

erfiillt dann die Bedingungen.

Wir gehen aus von der Realisierung von X als 4¢g-gon mit Randidentifikation
und legen das Polygon in IR? wie in der Figur angegeben.
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Wihle € > 0 und eine C*®-Funktion f : R — [0, 1], mit f(x) = 0 fiir x < € und
f(x) =1 fir x > 1 — e. Die Funktion ¢(x,y) := f(x) hat nun der Eigenschaft,
dass das Differential w; = d¢ mit der Randverklebung vertrédglich ist und
so zu eine Differentialform in A!(X) auf X absteigt. Nach Konstruktion ist

[,y 0= F(1) = £(0) = O'und [, w; = 0. o

Ein schicke Umformulierung der vorhergehenden zwei Aussagen ist

Satz von deRham

Integration von Differentialformen induziert ein Isomorphismus

HY(X) =~ Hom(H;(X),R)
w — (y+— / w)
v
Es ist also in der Tat H'(X) ~ R?; die Perioden einer Differentialform konnen

ganz beliebig vorgegeben werden. Die Aussage ist auch richtig fiir beliebige
Mannigfaltigkeiten und Kohomologiegruppen:

H*(X) ~ Hom(H(X),R)
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GEORGE DE RHAM
(1903-1990)

(3.4) Stern-Operator & Harmonische Formen Wir wollen fiir jede deRham-
Kohomologieklasse einen besonders schonen Repréasentanten wahlen, namlich
eine harmonische Differentialform. Erinnert sei hier an den *-Operator: fiir eine
Differentialform

w = Adx + Bdy € A1 (U),U c R?

ist
xw = —Bdx + Ady.

Auf einer Riemannschen Fldche X erhalten wir so einen Operator
o AN(X) — AN(X)

In einer Karte wird * wie oben definiert. Der Operator ist wohldefiniert, da
die Umkartungsabbildungen holomorph und somit winkeltreu (konform) sind;
der Begriff “Drehung um go-Grad” ist wohldefiniert. Formal folgt dies aus der
Rechnung

P (xw) = *(yp*(w))

wenn ¢ holomorph ist.

Der Operator
dxd:2A%(X) — A*(X)

spielt die Rolle des Laplace-Operators, da dieser in einer Karte die Darstellung
dxdf = A(f)dxdy

bestizt.
Definition: Sei X eine Riemannsche Flache.
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19. Vorlesung,
Mittwoch,
18.01.2012
(8-10 Uhr)

- Eine Funktion f € 2A°(X) heif}t harmonisch, wenn d x df =0
- Eine 1-Form w € 2! (X) heif}t harmonisch, wenn dw = d * w = 0.

Notation: Der R-Vektorraum der harmonischen Differentialformen ist

H(X) :={w e A(X) |dw =d*w =0}

Bemerke, dass wenn f € A%(X) eine harmonische Funktion ist, dann ist
w = df eine harmonische 1-Form. Ein harmonische Differentialform hat lokal
die Form df, mitd xdf = 0.

Wir definieren jetzt auf ! (X) eine Pri-Hilbertraum-Struktur.

Definition:  Fiir w,y € A (X) setzen wir

(w,n) = /Xw Ax*y (< oo, wenn X kompakt).

In einer Karte konnen wir
w=Adx+Bdy; n=Cdx+Ddy
schreiben und erhalten dann
(Adx + Bdy) AN*(Cdx + Ddy) = (A.C+ B.D)dx A dy.

Hieraus sehen wir, dass (—, —) bilinear, symmetrisch und positiv definit ist.
Ausserdem ist * eine Isometrie:

(w, 1) = (*w,*1n)

Die Norm von w ist definiert durch
| w [[:=/(w,w)

Wir erhalten so einen Prahilbertraum (2A'(X), (—, —)).

Es ist jedoch kein Hilbertraum, da 2! (X) sicherlich nicht vollstandig ist: Es ist
einfach sich Caucny-Folgen von C*®°-Funktionen vorzustellen, deren , Grenz-
wert” nicht mehr in A°(X) liegt.

Proposition:  Fiir eine kompakte Riemannsche Fliache X und w € A!(X) gilt

dw=0 & (w,*df)=0 firalle f € A°(X)
dxw=0 & (wdf)=0 faralle f € A(X)
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Beweis: Da xx = —1 und (w, ) = (*w, x17), sind die zwei Aussagen dquiva-
lent. Aus

d(fw) =df Nw+ fdw

sehen wir, dass

/dewg/;{dew:/;(d(fw):/a'xfw:o

gilt. Also ist
/dew:/)‘(wAdf:—/Xw/\*(*df):—(w,*df).

Ist dw = 0, so folgt (w, *df) = 0 fir alle f € A°(X). Die umgekehrte Impli-
kation folgt aus folgender Uberlegung: Ist dw(p) # 0, so ist in einer Karte
dw = Fdxdy mit F(p) # 0. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit kénnen
wir F(p) > 0 voraussetzen und finden eine Umgebung U von p, wo F > 0.
Mit Hilfe des unten stehenden Lemmas finden wir ein p € A°(X) mit p > 0,
p=0auf X~Uund p=1auf pe U C U.Dannist [ pdw # 0 und somit

(w, *dp) # 0. O

Lemma: Sei X eine Mannigfaltigkeit, p € X und U C X eine Umgebung
von p. Dann existiert eine Umgebung U’ C X von p und eine C®-Funktion
p: X — R so, dass

1. p(p) 20
2. p(p) =0furallep e XU

3. p(p) =1firallep e U’

Proposition: Auf einer kompakten Riemannschen Fldche X sind alle harmo-
nischen Funktionen konstant.
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Beweis: Angenommen, d * df = 0, dann ist
| af I2= (df,df) = [ df nsdf =~ [ faxaf =o.
Also df =0, d. h. f ist konstant. O

(3.5) Der Fundamentalsatz Ist w € A'(X) mit dw = 0, so suchen wir
wo = w +df so, dass || wy || minimal ausfallt

o'(x)

Dies passiert genau dann, wenn (wp,df) = 0 fiir alle f € 2°(X). Es ist dann
d*wy = dwp = 0. Also ist wy € H(X). Wir erwarten also: Zu jedem w € A1 (X)
mit dw = 0 existiert ein wy ~ w mit wy € H(X).

Satz I (Poisson-Gleichung)
Zu jedem p € A*(X) mit [, p = 0 existiert ein f € A%(X) mit

dxdf = p.

Satz II (Zerlegungssatz)
Fiir alle w € A (X) existieren wy € H(X), f1, f» € A%(X), so dass

w = wo+df +x*dfs.

Es ist eine einfache Aufgabe, festzustellen, dass sie Unterraume H(X), d2°(X)
und *d2A%(X) von 2! (X) beziiglich (—, —) senkrecht aufeinander stehen. Die
Zerlegung ist also eindeutig.

Die Aussagen von Satz I und Satz II sind zueinander dquivalent.

Satz I = Satz II: Bestimme f; und f, aus

dxdf] = dxw
dxdf, = dw
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Setze wy := w — dfy — *df. Dann ist wy € H(X), weil
dwg = dw—dxdfy =0
dvswy = dxw—dxdfy =0.
Also haben wir die gewiinschte Zerlegung
w=wy+dfy +x*dfs

gefunden.

Satz II = Satz I Ist p € 2*(X) mit [, p = 0, so finden wir A € A}(X) mit
p=dA, da H*(X) == R; p— [y p.
Wende nun den Zerlegungssatz auf A an und schreibe

A= )\0 + dfl —+ *dfz

Es folgt
p=dA=dxdf;

Also 16st f, die Poisson-Gleichung. |

Fiir ein w € A (X) liefert der Zerlegungssatz eine Darstellung
w=wy+dfy +=dfy mitwy € H(X).

Ist dw = 0, so folgt d *df, = 0, d. h. f, ist harmonisch und somit konstant. Die
Zerlegung reduziert sich in diesem Fall also auf

w = wq+df,
was ausdriickt, dass [w] = [wp], d. h. wy ist der harmonische Représentant von
[w].
Folgerung:

Fiir eine kompakte Riemannsche Fliache X von Geschlecht g gilt
dim]R H(X ) = 2g

Beweis-Strategie fur Satz I:
1. Wir definieren das Dirichlet-Skalar Produkt auf A°(X) durch
(f,&)p = (df,dg).

Da (f,g)p = 0 fiir f konstant, ist dies entartet. Wir betrachten deswegen
V= QIO(X) /R, das heisst, wir arbeiten ,,modulo konstante Funktion”
und erhalten einen Prahilbertraum

(V, (= =)p):
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. Wir suchen f € A°(X) mitd xdf = p. Dad(g*df) = df A=df +gd xdf
erhalten wir nach [y

@ﬁnzé@g

. Die Abbildung L: V — R; g — — [, p.g ist linear (wohldefiniert, weil
Jxp =0).

Proposition: L ist stetig, d. h. es existiert ein C > 0
L@l =Clglp

Dies ist eine relativ einfache Abschdtzung.

. In einem Hilbertraum (H, (—, —)) gilt der Rieszschen Darstellungssatz: ist
I: H — IR stetig und linear, so existiert ein f € H so dass

(f,v) = L(v) fiir alle v € H.
(d. h. I € H' = H, Hilbertrdume sind ,,selbst-dual”).

. Sei V = Vervollstindigung von V beziiglich (—, —)p. L: V — R erwei-
tert sich automatisch zu L: V — R stetig.

Aus dem Rieszschen Darstellungssatz erhalten wir ein f € V mit
(ﬂ@D:_Aﬂg

. WEYLscHES LEMMA: Jede distributionelle Losung von Af = p (auf E) ist
automatisch C*®. Dies impliziert, dass f € V gilt.

HerMANN WEYL
(1885-1955)
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20. Vorlesung,
Freitag,
20.01.2012
(8-10 Uhr)

(3.6) Komplexe Differentialformen Es ist sinnvoll, auf einer Riemannschen
Flache auch komplex-wertige C*°-Differentialformen zu betrachten. Wir setzen

AL(X) :=AP(X) @R C
Durch C-lineare Fortsetzung von d erhalten wir einen Komplex von C-Vektorraumen

22 (x) L Al (X) L 22 (x) L -

Die Kohomologie-Gruppe dieses Komplexes ist
H(X,C) ~ H(X)®C
Der #-Operator hat ebenfalls eine C-lineare Erweiterung zu
1 AL(X) — AL (X);
das Skalar-Produkt wird durch
(w,n) = /Xw/\*ﬁ

zu einer hermiteschen Bilinearform fortgesetzt.

Definition:
2A(X) := kern(x —iId): Vektorraum der (0,1)-Formen
A1%(X) := kern (* +iId): Vektorraum der (1,0)-Formen

Um diese Rdaume besser zu verstehen, werden wir unsere Differentialformen
in Karten ausschreiben

w = A(x,y)dx + B(x,y)dy,
(wobei A, B C-wertig und C*) und anschlieffend in
z=x+1y zZ=x-—1y

ausdriicken. Fiir den Leser halten wir folgendes fest:

Formularium

dz =dx+idy dx:%(dz—i-di)

dz =dx —idy dy:%(dz—df)
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dz ANdz = =2idx Ndy

1 .
dy = 0, + 03 aZ:E(ax—zay)
. . 1 .
ay:laz—laf agz E(ax‘i‘lay)
1
azaz == EA
Weiter sehen wir
xdz = —idz
xdz = idz,

so dass 21°1(X) aus genau den Differentialformen besteht, die von der Form
Adz sind und '°(X), die von der Form B dz sind.

Eine beliebige 1-Form ldsst sich eindeutig als Summe einer (0, 1)-Form und
einer (1,0)-Form schreiben
Ae(X) =A7(X) @A™ (X)
T T

*=—1 *=1

Wir setzen weiter
A%(X) :=2A2(X) und AN (X) := AL (X)

Das magische Diagram

2 (X) — = A1 (X)

s3]}

El

A (X) > 210(X)

Die Abbildungen 9 und 9 haben die folgende lokale Beschreibung:

9: A0(X) — A0(X);,  fr—0.fdz

2: A(X) — AN(X);,  fr—0:fdz

9: A% (X) — A (X); Adz— 9,Adz NdZ
9: AT(X) (X)

0(x) — AN (X); Adz — 9zAdz ANdz = —9:Adzdz

Es ist

00 = 0:0=0-0+0-9=0
d = 9+0
dxdf = Af.dxdy = 2i9,0:dzdz = 2id9f
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Bemerke, dass ker(d: 2A%(X) — 2°(X)) aus Funktionen f mit 9f = 0, das
heisst, holomorphe Funktion besteht. Analog besteht ker(9: 2% (X) — A10(X))
aus anti-holomorphe Funktionen.

Definition:

A11(X)) holomorphe Differentiale
A11(X)) anti-holomorphe Differentiale

O1(X) = ker(A0(x) -2
OI(X) = ker(201(X) -

Wir schreiben in diesen Abschnitt kurz:

A:=0(X), A:=01(X)

Proposition:  Fiir kompakte Riemannsche Fldchen gilt:

A®A < HYX,QC)
at+p — [a] +[B]

Beweis: Ist [x + ] = 0, so ist & + B = df. Dann ist & = df und B = df und
0 = da = da = ddf; und genau so 0 = dp = ddf = 0. Hieraus folgt, dass f
harmonisch, und somit konstant ist. Es folgt « = = 0. O

Satz

(Hodge-Zerlegung)

HY(X,C)=AQA

,Jede komplexe de Rham Klasse lésst sich eindeutig als Summe
einer holomorphen und einer anti-holomorphen Differentialform
darstellen.”

Beweis:  Sei [w] € H'(X,C); schreibe w = a + p mit « € AY(X), p € A (X);
setze p = dw. Dann gibt es nach Satz I ein f € A"(X), so dass 90f = p gilt.

Setze @ = w +df =&+ B, wobei & = a + df, p = B+ 9f.
Dann erhalten wir
0% = da+9df = p+00f = p—99f =0
Also ist & € A. Analog finden wir p € A. Insgesamt erhalten wir eine lineare

Abbildung
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21. Vorlesung,
Mittwoch,
25.01.2012
(8-10 Uhr)

HY(X,C) — A®A
W] — &+p
Diese ist injektiv: Angenommen & = B =0,dann & = —9f, p = —af und

somit w = a + p = —df, also [w] = 0. O

Folgerung: Fiir eine kompakte Riemannsche Fliche gilt
dime Q}(X) = ¢

Wir werden auch etwas iiber den Kokern von 9 brauchen.
Proposition: Die Abbildung
A — A%(X)/0A%(X), & — [a] := a mod 9A%(X)

ist ein Isomorphismus.

Beweis: [#] = 0 bedeutet, dass &« = of fiir ein f € A% ist. Da & € Aist, gilt
da = 0. Also ist 90 f = 0, was bedeutet, dass f harmonisch ist. Da X kompakt
ist, ist f konstant, und somit « = 0. Da Abbildung « — [«] ist also injektiv. Ist
1 € A% (X), so finden wir durch Lésung der Poisson-Gleichung ein f € A%(X)
mit ddf = 1. Der Differentialform 7 — 9f ist im Kern von 9 und liegt somit in
A. m]

Folgerung: Fiir eine kompakte Riemannsche Flache gilt
dimc (A°(X) /02%(X)) = ¢
Um Schreibarbeit zu sparen werden wir
B := A" (X) /0% (X)

schreiben.

Ganz analog zeigt man natiirlich, dass

A = 910 /99(00

(3.7)  Satz von Riemann-Roch Wir wissen bis jetzt noch nicht, ob auf einer
kompakten Riemannschen Flache X iiberhaupt nicht konstante meromorphe
Funktionen existieren. Fiir einen Divisor D € Div (X) setzen wir

Definition:

L(D):={f e M(X)" | D+(f) 2 0} U {0}
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Dies ist der Vektorraum aller meromorphen Funktionen auf X ,mit Polen
hochstens in D”. Genauer, ist D = n1P; + - - - n,P,, so ist f € £L(D) genau dann,
wenn

vp,(f) = —n;

Ist n; > 0, so hat f hochstens ein Pol der Ordnung #; in P;; ist n; < 0, so hat f
in P; eine Nullstelle der Ordnung > —n;.

Unser Ziel ist es jetzt, eine Formel fiir
I(D) := dim¢ (L(D))

zu finden. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass D > 0 ist, d. h. D =
Y_n;P; mit n; > 0. Wir wahlen kleine Umgebungen U; der Punkte P; und setzen
Setze weiter U* = U \ {Py,..., P} und
H(D) := {¢ € O(U*) | ¢ meromorph und (¢)+ D > 0}/0(U)
= {peOoU)|vp(¢) > —n;}/Idemvp, >0

H(D) ist der Vektorraum der Hauptteile von meromorphen Funktionen auf U
mit Polordnungen beschrankt durch D.

Als Beispiel betrachten wir U =E C Cund D = nP, P = 0.

a_n a_q
— - a a1z
f=Trtt—tatazt
—_—

Hauptteil

Offensichtlich ist

dim H(D) = ) _ n; = Grad (D)
i=1

Wir wéhlen jetzt C*-Funktionen p;: X — R so, dass

1. 0<pi(p) <1
2. pi(p) =0furalle p e X\ U;
3. pi(p) = 1 fiir alle p € U], wobei V; C U;.

Setze p = Yp; € AY(X), V = U_,V; und V* = V\ {P,DP,,...,P,}. Die
Funktion pg¢ ist C® auf X \ suppD, und holomorph auf V* U (X \ U). Die
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Differentialform d(p¢) ist somit 0 auf X \. U und auf V. Sie ,lebt“also auf der
Vereinigung der Ringgebiete um den Punkte P;.

Wir definieren eine lineare Abbildung
v:H(D) — B
lg] — |3 )]
wobei B := 2% (X) /9% (X) ein Vektorraum der Dimension g ist.

Diese Abbildung ist wohldefiniert: Ist ¢ € O(U), so ist p - ¢ € AY(X) und
somit [é(p(p)} = 0in A% (X) /320 (X).

Proposition:

I(D) = dim(kern (y)) +1

Beweis: Ist [¢] € ker(7), so bedeutet dies [0(p¢)] = 0, d. h. d(pgp) = 9h fiir
ein h € AY(X).

Es folgt

d(pp —h)=0.

Die Funktion f := p¢ — h ist somit holomorph auf X \ suppD und der Haupt-
teil von f ist gerade [¢], da p = 1 auf V und i € 2% (X). Insbesondere ist

(f)+D>0

d. h. f € £L(D). Da eine meromorphe Funktion auf einer kompakten Riemann-
schen Fldche bis auf Addition einer Konstante durch ihren Hauptteil festgelegt
ist, folgt die Behauptung. O

Folgerung;:
I(D) = Grad (D) — g + 1 + dim Kokern ()

Dies folgt sofort aus der exakten Folge

0 — kern (y) — H(D) - B —s Kokern () — 0
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und der Tatsache, dass dime B = ¢ und dim(H(D)) = Grad D sind.

Satz
(Riemannsche Ungleichung)

1(D) > Grad (D) —g +1]

Folgerungen: Ist Grad (D) > ¢ + 1, so existiert ein nicht-konstantes f €
M(X)* mit
(f)+D >0.

Wenn wir Punkte Py, P, . .. Pyoiq auf X wihlen, so finden wir ein nicht-konstantes
f € M*(X) mit einem Pol hochstens der Ordnung 1in Py,..., Py q. Ist P € X,

so finden wir ein nicht-konstantes f € M*(X), holomorph auf X \ P und mit

einem Pol der Ordnung < g+ 1in P.

So ein f definiert eine holomorphe Abbildung f: X — P! vom Grad < g+1L

Jede kompakte Riemannsche Flache vom Geschlecht g ist also realisierbar als
eine hochstens ¢ + 1 blittrige Uberlagrung von P!!

(3.8) Der Roch-Teil von Riemann-Roch Wir wollen den Kokern der Abbil-
dung

H(D) L B

genauer untersuchen. Es stellt sich heraus, dass wir den Dualraum genau
beschreiben koénnen.

Da Kokern () = B/Bild (vy), folgt aus der linearen Algebra, dass
Kokern (’y)* = {/\ € B* | A|Bi1d (v) = 0}

Hierbei ist V* = Homy(V, k) der Dualraum eines k-Vektorraums.

Ist X eine kompakte Riemannsche Fldche, so induziert die nicht-ausgeartete
Paarung

X)) xAw(x) — C
w, — w N\
n /X n
eine nicht-ausgeaartete Paarung

AxB — C
7 — /\/
wll — [ wnr
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so dass wir A als Dualraum von B auffassen konnen. Somit erhalten wir

Kokern (7)* ~{w € A| (w,y(¢)) =0 firalle p € HD)}.

Proposition: Fiirw € A, ¢ € H(D) gilt

T

(w,v(@)) = 27i ; Resp, (wg) .

Beweis:  Nach der Definition ist
(@, 2(9) = [, wndloe).
Wir haben

(o) New +ppow
(pp) Nw = —w A d(pg)

9(ppw)

QU QI

weil dw = 0 ist.

Also erhalten wir (w,7(¢)) = — [y (pgpw) = — [ d(ppw).
Dieses Integral ist nicht null, weil wir den Satz von Stokes nicht direkt anwen-
den konnen, da pgw keine C*-Form ist: Sie hat Pole in den P;.

Wir wenden Stokes auf X \ V an. Der Rand d(X \ V) besteht aus r Zyklen
—7i, welche einmal (im Uhrzeigersinn) um P; laufen.

Also:

—/Xd(psvw) = —./)'(\Vd(pqvw)

T /B(X\V) pew

.
= Y [ we=2mi) Resp(wy).
i=177i i=1

121



Satz von Roch

Kokern (7)* ~ QL (-D) :={wec A | vp,(w) > n;}

Beweis:  Ist }_Resp (wg) = 0 fiir alle ¢ € H(D), so muss insbesondere
Resp, (w¢) = 0 sein fiir alle ¢ € O(U}") mit vp,(¢) > —n;.

Driicken wir w und ¢ mit Hilfe eines lokalen Parameters z aus als
an; a_q
w= f(z)dz; ¢= Z—nl toot—+ holomorph

so sehen wir, dass Resp, (w¢) = 0 fiir alle solche ¢ genau dann, wenn vp,f(z) >
n, d. h. vp (w) > n;. m]

GusTtav RocH
(1839-1866)

Definition: Ein kanonischer Divisor ist ein Divisor der Form
K= (w)

fiir ein meromorphes Differential w.
So ein w liefert einen Isomorphismus

L(K—-D) — Q%(-D), f— fw
Folgerung: Ist K ein kanonischer Divisor, so gilt
dim Kokern (y)* = I(K — D)
Eine direkte Folgerung ist
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22. Vorlesung,
Freitag,
27.01.2012
(8-10 Uhr)

Satz von Riemann-Roch

(D) —I(K— D) = Grad D — g +1

Wir haben den Satz von Riemann-Roch nur fiir positive Divisoren D bewiesen.
Die Aussage gilt aber fiir beliebige Divisoren; der Beweis im allgemeinen Fall
ist nur unwesentlich schwieriger, aber wir werden ihn an dieser Stelle nicht
ausfiihren.

Definition: Zwei Divisoren D und D’ € Div(X) heissen linear iquivelent,
D =D’, wenn es ein f € M(X)* mit

D=(f)+D

={) = '={7w).

gibt. Wenn D = D/, dann ist £(D) ~ £(D’) und somit [(D) = I(D’). Zwei
meromorphe Differentiale w,w’ unterscheiden sich um eine meromorphe
Funktion, w = f.w’, sodass

(@) = (f) + (&)
Zwei kanonische Divisoren sind somit linear dquivalent.

Wir zeigen einige direkte Folgerungen aus Riemann-Roch:

1. Nehme D = 0. Wir finden
1-1(K)=-g+1

also I(K) = g. In der Tat: Wir wissen schon, dass es einen g-dimensionalen
Raum von holomorphen Differentialen gibt: dimA = g. Ist K = (w),
fe LK) soist fw € A.

2. Nehme D = K. Wir finden
I(K) —1(0) = Grad (K) — g +1
Also:  Grad (K) =2g—2.

Wir lernen hieraus, dass ein holomorphes Differential in 2¢ — 2 Punkten
verschwindet!
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3. Ist D = D/, so ist Grad D = Grad D'. Ist Grad D < 0, so kann es kein f
mit (f) + D > 0 geben. Ist also Grad (D) < 0, so ist /(D) = 0.

Aus Riemann-Roch sehen wir

GradD >2¢—1=1(D) =Grad (D) —g+1.

(3.9) Die Perioden-Relationen Im Beweis des Satzes von Roch spielte die
Paarung

AH(X) x AL(X) — C
w, 1 — (w,n) = ./ga)/\ry

eine entscheidende Rolle.

Dies steigt ab zu einer nicht-ausgearteten Paarung
HY(X,C) x HY(X,C) — C
Wl i — [ wny

Erinnere, dass eine Differentialform durch ihre Periode festgelegt wird
HY(X,C) = Hom(H;(X),C)

Es ist eine fundamentale Tatsache, dass die Paarung (—, —) ,,dual” ist zu der
Schnitt-Paarung

Hl(X)XHl(X) — Z
v, 6 — -0

welche zwei Zyklen ihre Schnittzahl 7y - § zuordnet.
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Wir haben gesehen, wie wir eine Basis a1, ...aq; B1,. .., Bg fiir H;(X) angeben
konnen, fiir die

tXl'.tX]' = O, ﬁi,ﬁj:O
ai.pj = 0j

gilt.

%

Eine solche Basis fiir H (X) nennen wir kanonische oder symplektische Basis.

Satz: Fiir zwei geschlossene Differentialformen w, 7 € A (X) gilt
8
<w,'7>:Z/w/17—/w/f7
=17 i i o

Beweis:  Wir gehen von der Darstellung von X als 4g-gon A mit Randidentifi-
kationen aus
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Hierbei werden die Randkomponenten «; mit # und B; mit  identifiziert

Wihle einen Basispunkt 2 € X\ dA und setze ¢(z) = [ uz w. Dies ist eine
C*®-Funktion auf A mit dg = w.

Es gelten folgende , Sprung-Relationen” fiir Integrale von a zu entsprechenden
Punkten p und p’ auf 9A:

< e.

-
e’

peagp ca; <P(P)+/w—¢(P’)

pepupep  op)— | w=09ep)



Ist 7 geschlossen, so finden wir

/al_(m—/al,_(w:/ai(M—A <¢+/ﬁiw)n
= el

— — w
/ﬁi o B o /‘;i Bi 1

Analog gilt

8 8
oA = ZDCZ'—DC;—FZ,Bj—ﬁ;
i=1 i=1

finden wir durch Addieren aller dieser Integrale

g
=X e

Mit dem Satz von Stokes folgt

(w,m) = ./wa :/aAqm

und somit die Behauptung. O

Anwendungen:

1. Sind w, 7 € A = Q'(X), so ist (w, ) = 0, sodass

e =l

Dies wird die erste Riemannsche Periodenrelation genannt (Riemann I).

2. IstweA,17zwez,soistifxw/\wz0,(und:0nurwennw:0),
da dz A dz = —2idx A dy, sodass

i(/ﬂiw/iw—/iw/ﬂqw)zo

(und nur = 0 wenn w = 0).

Dies wird die zweite Riemannsche Periodenrelation genannt (Riemann II).

23. Vorlesung,  Fiir eine symplektische Basis a1, ..., &¢; B1,...,Bg € Hi(X) einer kompakten
Mittwoch, Riemannschen Flache X vom Geschlecht ¢ haben wir gesehen, dass
01.02.2012

(8-10 Uhr) /).(w/\iy:i/w/ 77*/60/’7
= i i Ve
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gilt. Hierbei sind w, 17 € AL (X) zwei geschlossene 1-Formen auf X.

Sind speziell w,w’ € Q!(X), so folgt Riemann I:

8 8
2/ w | W= 2/ w/ W'
i—1 /i Bi i—1 7 Bi a;

(S fwfmfofa)=0

und = 0 nur, wenn w = 0.

und Riemann II:

Da [, @ = [ w sehen wir aus Riemann II, dass [ w =0 fiiri =1,...¢ nur
1 1 1
passieren kann, wenn w = 0 ist. Dies impliziert, dass der erste ¢ x g-Block der

Periodenmatrix
IT= / wj | / wj
[“f " g ]]

vollen Rang besitzt. Wir kdnnen somit eine sogenannte normalisierte Basis
wy, ..., wq fir (Y (X) finden, mit der Eigenschaft, dass

/ (Uj = (51]
&

Der zweite Block der Matrix I

g, 1= i
erfillt dann
Riemann I . 0=0T7
RiemannII : Im(Q) ist positiv definit.

Diese zwei Bedingungen definieren den Siegelschen Halbraum ( vom Grade g)
H, := {Q €Mat(gxg),C|Q=0, Im(Q) >0},
einer hoher dimensionalen Verallgemeinerung der iiblichen oberen Halbebene

H = H;.

(3.10) Das Abelsche Theorem Wir zeigen nun
Satz
(Abelsche Theorem)

Fiir eine kompakte Riemannsche Fliche X und einen Divisor D € Div (X) mit
Grad (D) = 0 sind dquivalent:

A) Es gibt ein f € M(X)* mit (f) = D.
B) Es gibt eine 1-Kette T mit oT = D und [ w = 0 fiir alle w € Q'(X).

128



O =T+ PotPy = (&, + Qe+ W3)

IstD=(Py+---+P)—(Q1+---Q;), so finden wir ein I' mit oI’ = D, indem
wir Wege von Q; nach P; wihlen. Zwei solche Wahlen fiir I' unterscheiden
sich um einen Zyklus. Die zweite Aussage der Aquivalenz lasst sich auch
ausdriicken als

/ w =0 mod Perioden von w
JT

fiir beliebig gewdhltes I' mit oI’ = D.

Beweis von A) = B): Ist f: X — Y eine nicht-konstante holomorphe
Abbildung vom Grad d zwischen kompakten Riemannschen Fliachen und
w € OY(X), so liefert folgende Konstruktion ein holomorphes Differential
Spur (w) € QN(Y). Ist U C Y . B eine offene Menge, iiber welcher Urbilder
U; — U liegen, so setze 7;: U — U; und

Spur (w) | = ) 77 (w).

Dies liefert ein wohldefiniertes Differential Spur (w) € Q'(Y \ B), welches
sich aber erweitert zu einem global definierten Differential Spur (w) € Q(Y).
(Aufgabe!)

Ist nun f € M*(X) mit (f) = D, so definiert f eine holomorphe Abbildung

f: X — P!




Es ist D = f~1(0) — f~!(c0). Wahle einen Weg y von oo nach 0 so, dass
9y = 0 — co. Das Urbild T := f~1(v) ist auf natiirliche Weise eine 1-Kette mit
ol = D. Es gilt Spur (w) = 0, da es auf P! keine holomorphen Differentiale

gibt. Also finden wir
/w:/Spur(w):/Oz
I v v

Der Beweis der Riickrichtung ist von grofserer Bedeutung. Wir miissen unsere
Funktion f € M(X)* aus der Integralbedingung konstruieren. Wir gehen so
vor wie in Kapitel 1, wo wir eine solche Funktion fiir einen Divisor auf einem
Gebiet konstruiert haben.

Ist (f) =D,D =Xn;P, mit Xn; =0, soist

n—dlogf—i{

ein meromorphes Differential auf X mit den folgenden Eigenschaften:

O

1. 7 ist holomorph auf X \ suppD
2. 77 hat Pole der Ordnung 1 in P;

3. Resp, (17) = n;

Aus 7 konnen wir durch eine Integration versuchen f zuriick zu gewin-
nen

f(Z):eXp/uzm

wobei fiir das Integral ein Weg von a nach z gewdhlt werden muss. Dies
ist nur dann wegunabhéingig, wenn

/ n €2miZ
vy
fir alle geschlossenen Wege in X \ suppD gilt.

Es ist ,leicht” #’s zu konstruieren, fiir die die Bedingungen 1), 2) und 3) erfiillt
sind.

Proposition:  Fiir ein meromorphes Differential  auf X gilt

Y Res, (1) =0.

peX
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Sind umgekehrt Py, ..., P, € X und p1,p2,...,pr € C mit £p; = 0 gegeben, so
existiert ein meromorphes Differential 77 mit Polen erster Ordnung in P; und
Resp, 171 = p;-

Beweis:  Die erste Aussage ist eine einfache Anwendung des Satzes von Stokes
und ist dem Leser tiberlassen.

Aus dem Satz von Riemann-Roch erhalten wir
I(-D)—I(K+D)=—-r—-g+1,
wobei wir D = Py + P, + - - - + P, gesetzt haben. Also ist
(K+D)=g+r—1

Hieraus sehen wir die Abbildung, welche # seinen r Residuen zugeordnet
hat, ein r — 1-dimensionales Bild, da der Kern gerade der g-dimensionale
Vektorraum der holomorphen Differentiale ist. Dieser r — 1-dimensionale Raum
muss also durch die Bedingung gegeben sein, dass die Summe der Residuen
= 0 ergibt. O

Ein 7, welches 1), 2), 3) erfiillt, ist eindeutig bis auf Addition eines holomorphen
Differentials. Ist wy, wy, ..., wg € Ol (X) eine normalisierte Basis und

/0“772/\1‘,

so gilt fir j = 7 — Y5_, A;w; die Bedingung

/;7:0.
&

Solche 77 wollen wir normalisiert nennen und sind dem Divisor D (und Basis
;, Bieindeutig zugeordnet.

Definition: Sind P,Q € X das ,Normaldifferential der 3. Sorte” npg, ist das
eindeutig durch folgende Bedingungen festgelegte meromorphe Differential

a) 17pq ist holomorph auf X \ {P, Q}
b) 17pg hat Pole 1. Ordnung in P und Q

C) ReSp nMpQ = 1; ResQ npQ = -1
und zusitzlich

d) [, 1r@ =0
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IstD= (P +-+P)—(Q1+- -+ Q) s0ist
T
D = Z 1p,Q;
i=1
das normalisierte Differential, welches 1), 2) und 3) erfiillt.

Proposition:  Sei # meromorph mit Polen erster Ordnung in Py,...,P; w
holomorph, ay,...,ag; B1,..., By symplektische Basis fiir H; (X). Dann gilt

/ w/ 17—/ w/ 7 :27TiZRESpl. () (P;),
a; i Bi a; i—1

wobei die ¢(P;) im Beweis definiert werden.

Beweis: ~ Wir gehen von der Realisierung von X als 4g—gon A mit Randidenti-
fikationen aus. Wir sorgen dafiir, dass P; ¢ dA

Waihle einen Basispunkt a € A \ 0A, a # P; und definiere

¢(z) = /ﬂzw,

wobei wir z mit a durch einen Weg verbinden, welcher in A verlduft. Wir
bekommen mit dem Residuen-Satz

L[l n=] o —2ﬂi§ResP,- (1) e(P).

Folgerung: Fir eine normalisierte Basis w1y, wo, ..., wg gilt

-P
:27Ti/ w;,
e =2 [

wobei das Integral von P nach Q in A verlduft.

Dies ist das Geheimnis des , Normaldifferentials der 3. Sorte”: Seine p;-Periode
. . P
ist genau das unbestimmte Integral |, Q Wi-

: :2./ )
.//s,nD i | wi
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wobei I'* Kette in A mit oI’ = D.

Beweis von B) = A) vom Abelschen Theorem.

Angenommen, es ist fr wi=01i=1,...,g. Wir konnen
I"=T+vy

schreiben, wobei v = Y n;a; + m;B;; n;,m; € Z.
/ w; = / wj .
I* 04

8
7 =1p —ZHiZimjw]-.
]:

Dann ist

Betrachte

Dann finden wir
/ §=0-2mim; €2miZ
a;

und

/4,7 — /13i;7D_27Ti]émj/liiwj
= (Zni)[ywi—(Zni)Zmi/’Bi w;

= 2min; €2miZ.

Also erfiillt 77 die Bedingungen 1), 2), 3) und 4) und wir finden unser f als

f(Z)=eXp/ﬂzfi-
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24. Vorlesung,
Freitag,
3.2.2012 (8-10
Uhr)

§4. Anwendungen

(4.1) Umdeutung des Abelschen Theorems

Ist wy, Wy, . .., wg ein Basis fiir den Vektorraum Q!(X) der holomorphen Dif-
ferentiale auf einer kompakten Riemannschen Flache X, so erhalten wir fiir
jeden y € Hy(X) einen Periodenvektor

P(y):= (/;wll,./;wz,...,/;wa

und wir erhalten hierdurch einen Homomorphismus
P:Hy(X) — €8, v = P(7)

von abelschen Gruppen.

Proposition: Das Bild von P ist ein Gitter ~ Z28 in C$ ~ RS

Beweis: Wir miissen zeigen, dass die Periodenvektoren

P(11),P(72),- -, P(72g)

tiber R linear unabhiéngig sind, wenn 71,72, . .., 724 €ine Basis fiir Hi(X) ist.
Angenommen, es gédbe A1, A3 ..., Aye € R so, dass

2g
0=) AiP(7i)

i=1

Dann wire auch

2g
0=Y AP(vi)
iz

Dies heisst aber, dass furi=1,2,...,¢
/ wj = / w; =0,
v v

v:=Y A € H(X) ®R

wobei wir

gesetzt haben. Da aber die w;,@; eine Basis fiir Hlx(X,C) bilden folgt aus
dem Sdtz von bERHAM, dass v = 0 ist, was der linearen Unabhanigkeit der -;
widerspricht. O

Wir setzen nun
A :=Bild(P) C C8
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Istay, a2, ..., 0g; B1, B2, - . ., B €ine symplektische Basis fiir Hy (X) und wy, wy, ..., wg
eine normalisierte Basis, so ist

AN=7Z3+Q78.

wobei
O = (/ w]) c Hq

die Periodenmatrix ist.

CARL GUSTAV JACOBI
(1804-1851)

Definition: Die Jacobivarietit von X ist

Jac(X) =C8/A

Da C8 ~ R%/7Z% = (R/Z)% gilt, ist Jac(X) ein reeller 2g-dimensionaler
Torus. Aus diesem Grund wird Jac(X) auch auch Jacobi-Torus, oder kurz die
Jacobische von X genannt.

Definition: Die ABEL-JacoBI Abbildung ist der Homomorphismus von Grup-
pen
AJ : Div®(X) — Jac(X)

D=9l — (/wl,/wz,...,/w3>
T T r

Dies ist wohldefiniert, da die Differenz zwischen zwei Wahlen I' und I ein
Zyklus ist und somit nach A abgebildet wird.

Eine direkte Umdeutung vom Abelschen Theorem ist nun der folgende

Satz
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Der Kern des Abel-Jacobi Homomorphismus ist genau die Untergruppe der Hauptdivi-
soren

Kern(A]) ={(f) | f € M(X)"}
Definition: Wir setzten P(X) := {(f) | f € M(X)*} C Div(X).
CI°(X) := Din®(X)/P(X).
CI(X) := Div(X)/P(X).

Diese Gruppen werden Divisorenklassengruppen von X genannt. Beachte weiter
die exakte Folge

0 — CI%X) — CI(X) % 7z — 0

Folgerung: Die Abel-Jacobi Abbildung induziert einen injektiven Guppenho-
momorphismus
CI%(X) < Jac(X)

Erstaunlicherweise ist diese Abbildung sogar ein Isomorphismus. Dafiir gab
Jacosr folgendes Argument. Wir wéhlen erst einen festen Basis-Divisor

B:Q1+Q2++Qg, QIEX

Proposition: Die Abbildung

XxXx--xX— Cl°X)

8
(P11P2/~'-/Pg) — Zpi_Qi
i=1

ist surjektiv, d.h. jeder Divisor D € Div®(X) ist linear dquivalent zu einem
Divisor der Form }; P; — Q;.

Beweis: Ist D € Div"(X), so ist nach dem Satz von Riemann-Roch
I(D+B)>1,

also gibt es einen effektiver Divisor D’ = Py + P, + ...+ P, mit D = D + B.
Daherist D=D'—-B=Y% P — Q. O

Die zusammengesetzte Abbildung
XX XX xX— ClX) — Jac(X)

ist also eine Abbildung zwischen zwei kompakten, komplexen Mannigfaltig-
keiten der Dimension g. Man rechnet nach, dass die Jacobideterminante nicht
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25. Vorlesung,
Mittwoch,
8.2.2012 (8-10
Uhr)

identisch verschwindet und es folgt dann aus allgemeinen Sétzen aus der
komplexen Analysis, dass die Abbildung X x X x - -+ x X — Jac(X) auch
surjektiv ist.

Das Jacobische Umkehrproblem fragt nach einer expliziten Inversen zu dieser
Abbildung: gegeben komplexe Zahlen Iy, I, ..., I, finde Py, P,, ..., Py so, dass

Z w—I

gilt. Riemann hat fiir das Umkehrproblem eine fantastische Losung mit Hilfe
der Theta-Funktion in z = (z1, 2y, . .. ,zg)

6(z) == ), exp(rtinT Qn + 27tin’ 2)
nezs
gegeben. Der Verschwindungsort von 6(z) definiert eine Teilmenge
O :={z|0(z+k) =0} C Jac(X).
Betrachte die Abbildung
¢: X — Jac(X);P— AJ(P—Q)
Fiir geeignete k schneidet die Kurve ¢(X) die Menge ©y in den gesuchten

Punkten Py, P, .. ., Pg!

Beachte, dass auch das abelsche Additionstheorem mit obenstehenden zu-
sammenhangt. Ist D = Ry + Ry + ...+ Ry — NQ € Div’(X), so exisiteren
P, P, ..., Py € X so, dass

D=P+P+...+p;—g0Q

gilt. Fiir w € Q'(X) folgt dann

Ry Ry Rn P P,
w + w+...+ w—/ w—l—...—l—/ w mod Perioden.
Q Q

Eine Summe von Intgralen ist also immer auf eine Summe von hochstens
g Integrale reduzierbar. Die Aussage ist in zwei Hinsichten stdrker als in
der Einleitung formuliert. Zum einen kénnen wir fiir alle w € QY(X) die
gleichen Py, P,,. .., P nehmen. Zum Anderen trifft hier Gleichheit bis auf eine
Konstante zu. Die Aussage ist aber schwécher in der Hinsicht, dass sie sich
nur auf holomorphen Differentiale bezieht und auch die “Algebraizitdt” der
Abhéngigkeit von P; von der R; hier aufier Betracht bleibt.

(4.2) Linearsysteme und Einbettungen Wir werden jetzt eine fundamentale
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Beziehung zwischen Divisoren D € Div (X) und Einbettungen ¢p: X — P"
beschreiben.

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel:X = P!; D = noo. Es ist dann
L(D) = (1,t,%,...,t"). Durch ,Einsetzen” erhalten wir eine Abbildung
P: PP {0} — "'t
to— (L%, 1) = (Xo, X1,..., Xn)
Diese Abbildung hat zwei kleine Schonheitsfehler. Erstens ist die Abbildung
fiir t = co nicht definiert und zweites bildet ¢ P! \ {co} in der Hyperebene

Xo =1 ab. Interessanterweise konnen beide durch einen einzigen Griff elegant
behoben werden.

Definition: Der projektive Raum P(V) zu einem k-Vektorraum V ist die
Menge aller Ursprungsgeraden in V.

Also ist P(V) := V\{0}/ ~, wobei v ~ w genau dann, wenn ein A € k*
existiert mit v = Aw.

Speziell fiir V = C"*1, k = C schreiben wir
P" :=P(C")

Durch die Topologie auf C erhilt IP” mit der Quotiententopologie die Struktur
eines topologischen Raumes; es ist eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit.
Punkte von IP" werden mit homogenen Koordinaten beschrieben:

(xp:x1:---1xy):=[(x0,x1,...,%,)] €P"
Esistalso (xo:x1: - :x,) = (o :y1: -+ : Yn) genau dann, wenn es ein
A € C* gibt mit
xi=Ay; furi=0,1,...,n
Es gibt eine Einbettung

C" =P (xq,...,x0) —> (1:xgp - xy).

Das Bild besteht aus allen Punkten von P" mit xg # 0. Auf diese Weise kénnen
wir P als Kompaktifizierung von C" auffassen.

Die oben beschriebene Abbildung hat nun eine stetige Erweiterung zu

p: Pl —P" t (1t
o —>(0:0:---:1)
Bemerke, dass
(Lt coot)y = ("Ml
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wenn { — oo, dann 1 — 0.

Dies konnen wir folgendermafien verallgemeinern: Fiir
f(),f1, .. -/fn S M(X)*
setzen wir

S:={peX|pistPoleinesder fi}U{pe X| fi(p) =0fur i=0,1,.n}.

Dann erhalten wir eine Abbildung

P: XNS— P pr— (fo(p) 1+ fu(p))-

Proposition: 1 besitzt eine stetige Erweiterung zu ¢ : X — P".

Beweis: Ist p € S und z ein lokaler Parameter, definiert in einer kleinen
Umgebung U von p, so konnen wir die f; in eine Laurent-Reihe entwickeln
und schreiben:
fi(z) = 2"gi(2),
wobei 1; := vp(f;). Mit
m:=min{n; |i=0,...,n}

kénnen wir
fi=2"fi
schreiben. Da m minimal gewéhlt wurde, ist f;(p) € C und es gibt ein i fiir die
fip) # 0.
Es ist
(fo(z) - fulz)) = (Z"folz): 2" fu(2)
= (fo@): - ful2)

Setze p(p) == (folp) : -+~ fulP)). 0

Wir werden dies nun auf die Riume £(D), D € Div (X), anwenden. Wenn
{(D) =n+1und L(D) = (fo,..., fn), so erhalten wir

¢op: X — P pr— (folp) : -t fulp))

Als Beispiel sei hier noch einmal X = E(T') = C/T angefiihrt; Nimm D = 3.0.
Dann ist
L(D) = (1, ¢,¢)
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¢p : E(T) — P%,  z+— (1: p(z)): ©'(2))

Wir wollen jetzt eine koordinatenfreie Beschreibung von ¢p geben.

Definition: Das (vollstindige) Linearsystem von D ist

|ID| :={D' € Div(X) | D’ > 0und D' = D}.

Proposition: Es gibt eine Bijektion

P(£(D)) — |D|
Ist f € £L(D), soist D' := (f) + D ein positiver Divisor = D, also D’ € |D|.
Dieser Divisor legt f bis auf einen multiplikativen Faktor fest.

Wir werden auch den zu IP(L£(D)) dualen projektiven Raum brauchen: Ist V ein
k-Vektorraum und V* = Homy (V, k) der duale k-Vektorraum, so heifst IP(V*)
der zu IP(V) duale projektive Raum. Bemerke, dass die Punkte von P(V*)
genau den Hyperebenen in V (und IP(V*) entsprechen.

Ein A € V* ist ein lineare Abbildung A: V — k und ker(A) C V ist eine
Hyperebene, wenn A # 0 ist. Hieraus erhalten wir IP(ker(A)) C P(V).

Fir D € Div (X) und p € X haben wir
L(D) 2 L(D - P).
Es konnen zwei Fille auftreten:

a) L(D) = L(D — P). Dies passiert genau dann, wenn f(p) = 0 fiir alle
f € L(D). Wir sagen dann: p ist ein Basispunkt von |D| aller Divisoren
D’ € |D| enthaltenen p. Wir nennen die Menge

Bp = {p€ X | £(D) = £(D - P)}
den Basispunkt von |D]|.

b) £(D) # L(D — P). Das Verschwinden in p stellt eine echte Bedingung
dar. In diesem Fall ist /(D — P) = ¢(D) — 1.

Definition: Angenommen Bp = @. Wir definieren

¢p: X — P(L(D)*)
p — L(D-P) < L(D)
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Proposition: Wenn fiir alle P,Q € X
{D-P-Q)=(D)-2,

gilt, so ist Bp = @ und ¢p: X — P(L(D)*).

Beweis:  Wir haben

L(D)D> L(D-P)DL(D-P-Q).
Wenn ¢((D — P — Q) = ¢(D) — 2 ist, so gilt

L(D) 2 LD —-p)2LD-P-Q).

Wegen £L(D — P —Q) = L(D —P)NL(D — Q), bedeutet dies auch, dass
L(D — P) # L(D — Q) ist. Die Abbildung ist also injektiv. ]

Korollar: Jede kompakte Riemannsche Fldche ist in einen projektiven Raum
einbettbar!

Beweis:  Nimm einen Divisor D mit Grad D > 2g + 1. Dann ist Grad (D —
P — Q) > 2¢ — 1 und mit Riemann-Roch /(D — P — Q) = ¢(D) = 2, weil den
Roch-Term /(K — (D — P — Q)) = 0 verschwindet. ]

Ist auch /(D —2P) = ¢(D) — 2 (also der Fall P = Q), so kann man zeigen, dass
auch
TpX — Tp]Pn

ist. Die Abbildung ¢p ist dann eine Einbettung von komplexen Mannigfaltig-
keiten.

Korollar:

i) Jede Riemannsche Fliche ist in IP? einbettbar.

ii) Jede Riemannsche Fliche ist in P> immersierbar. Das Bild ist dann eine
algebraische Kurve mit gewohnlichen Doppelpunkten.

0
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26. Vorlesung,
Freitag,
10.2.2012 (8-10
Uhr)

Satz von CHOW

Jede komplexe Untermannigfaltigkeit Y C IP” ist eine algebraische Varietat,
d.h.3F,F,...,F, homogene Polynome

Y =V(F,F,...,E,) CP"

(4-3) Ebene algebraische Kurven Wir gehen auf den Fall von Kurven in IP2
etwas tiefer ein. Die Punkte der projektive Ebene IP> werden mit homogenen
Koordinaten (x : y : z) angegeben. Jeder Punkt mit z # 0 hat einn eindeutige
Darstellung mit letzter Koordinate = 1:

(x:y:z)=(x/z:y/z:1)
Durch die Einbettung
C?— TP (x,y)— (x:y:1)
konnen wir P? als Kompaktifizierung von C? aufgefassen. Die Punkte von P2
welche nicht zu C? gehoren sind also genau die Punkte mit z = 0. Von C? aus
gesehen sind diese Punkte “unendlich weit weg”. Deshalb nennt man
Leo:={(x:y:2) € P?| z=0}
auch die Gerade im Unendlichen. In Wirklichkeit ist diese Gerade aber nicht
anders als jede andere Gerade: durch lineare Transformation in x,y,z kann
jede Gerade in jede andere Gerade tiberfiihrt werden. IP? wird von drei Kopien
von C? iiberdeckt, die standard Koordanaten-Karten:
xy —Karte: (x,y) — (x:y:1)
yz—Karte: (y,z)— (1:y:2)
xz —Karte: (x,y) — (x:1:2)
Es ist nititzlich die Geraden x = 0, y = 0 und z = 0 mit Hilfe des Koordinaten-

Dreiecks darzustellen. Die unendliche Gerade z = 0 wird dabei ins endliche
gezeichnet und fungiert als Horizont.

(0:1:0)
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Homogene Polynome und Projektive Kurven

Wir notieren
CIX,Y,Zls = {TipjikeaaigeX'YIZF}
= {FeC[X,Y,Z]| E(AX,AY,AZ) = ME(X,Y, Z)}
Die projektive Kurve zu F € C[X,Y, Z]; ist die Menge
C=V(F)={(x:y:z) € P*| F(x,y,z) = 0}.

Wir konnen F immer als
ny pn ’
F= Fllez...F,”

mit F; irreduzibel darstellen. Es ist dann

C=CUCU...UC

wobei C; = V(F;). Die C; heissen die irreduzible Komponenten von C. Das Poly-
nom F; wird (bis auf eine Konstante) durch C; bestimmt und das Polynom

FFE...F

heisst reduzierte Gleichung fuir C.
Homogenisieren und Dehomogenisieren

Ein Polynom f € C[X, Y] kénnen wir als Summe seiner homgenen Bestandtei-
len schreiben

f=foth+ .- t+fa

wobei
fr € CX, Y]k

ist. Das Polynom

Fi=fl: = fZ7+ A2+ .+ f
74f(X/2,Y/Z) € C[X,Y,Z]

heisst die Homogenisierung von f (bez. Z).

Ist F = C[X, Y, Z]; ein homogenes Polynom, so ist
f=fP=FXY,1) eCX Y]y
die Dehomogenisierung von F. Offensichtlich ist

(FHP =1,
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aber (FP)H ist nicht immer dasselbe wie F: ist F = Z(X + Y 4 Z), so ist
FP = (X+Y+1)und (FP)" = X +Y + Z. Uberlege, dass aber immer

F = z¢(FP)H
fiir ein geeignetes e ist.
Projektiver Abschluss
Ist f € C[X,Y] und C = V(f) C C? eine affine algebraische Kurve, so heisst
C:=Vv(ffH cp?

der projektive Abschluss von C. Wenn wir f = fo+ fi+...+ f5, F = f =
foZ? 4 ... + f; schreiben, dann sehen wir, dass die Losungen von F = 0,z =
0 und f; = 0,z = 0 {ibereinstimmen. Also ist der Schnitt von C mit der
unendliche Gerade {z = 0} genau

{(x:y:0) | falx,y) = 0}.

Dies sind genau die asymptotische Richtungen der affine Kurve. Wir sehen,
dass C aus C durch Hinzunahme von endlich vielen Punkte, ndmlich jeweils
einer fiir jede asymptotische Richtung von C, entsteht.

Beispiele: 1) Geraden.

2) Kegelschnitte.
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’g[“p’e /Faroué(y{ /[’/ypﬂré(yé,

3) Eine Kubik.

)

N

Singularititen und Tangenten

Ein Punkt p = (a, b) heifit singulirer Punkt der affinen Kurve C = V(f) C C?,
wenn dyf(p) = 9y f(p) = f(p) = 0 ist. Ein nicht-singuldrer Punkt heifit auch
requlirer Punkt; die Kurve besitzt dann in p eine wohldefinierte Tangente,
gegeben durch die Gleichung

= 34 f(p) (X — a) + 0y f (p) (Y — b) = 0.

Fiir projektive Kurven bringt die homogene Schreibweise eine Vereinfachung
mit sich.

Definition Ein Punkt p € IP? heisst singulariirer Punkt, oder Singularitit von
C = V(F) C IP?, wenn

oxF(p) = oyF(p) = 9zF(p) =0
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gilt. Durch die Eulerrelation
XoxF+YoyF+ ZdzF =d-F
fiur F € C[X, Y, Z],; sehen wir, dass die singuldren Punkte auch tatséchlich auf

der Kurve C liegen.

Ein nicht singuldrer Punkt heif3t regulirer Punkt Die projektive Tangente an C in
einem reguldren Punkt p ist

TC,p = V(L)
wobei

L = XoxF(p) + YoyF(p) + ZozF(p)

ist. Es ist ein gute Aufgabe, zu zeigen dass LP die Gleichung der Tangente
an der affine Kurve ist, und dager die projektive Tangente der projektiven
Abschluss der affine Tangente ist.

Schnitt mit einer Gerade

EuLER meinte eine Kurve von Grad d zdhle als d Geraden und deswegen
schneiden sich zwei Kurven C und D in Grad(C) - Grad(C) vielen Punkten.

Dies ist tatslich richtig, wenn man die Schnittpunkte mit eine geeignete Viel-
fachheit zahlt, wie Bézout in sein Théorie générale des équations algébriques (Paris

1779) zeigte.
Satz von Bézout
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Zwei Kurven C und D ohne gemeinsame Komponenten schneiden sich in endlich
vielen Punkten. Fiir P € C N'D gibt es eine Zahl

ip(C,D) e N ={1,2,...}

so, dass

Grad(C).Grad(D) =) ip(C,D)
P

gilt. Die Zahl ip(C, D) nennen wir die Schnittpunktsmultiplizitit

Beweis: Wir wihlen einen Punkt R, der nicht auf C = V(F) oder D = V(G) liegt
und anschliessend Koordinaten so, dass R = (0: 1: 0) gilt und projizieren die
Schnittpunkte auf die Gerade y = 0. Diese projizierten Schnittpunkte (x: 0 : z)
sind Nullstellen der Resultante

fo fi -« fu 0 0 ... O

0O fo i -« fu 0 0 ..

10 0 ... 0 fo fi ... fu
Resy(F,G) = g & .- & 0 0 ... 0
0 %% &1 -~ & 0 0 ..

0 0 ... 0 g & --- 8m

WO Wir
F=foY"+AY" '+ ...+ fu fi €CIX,Z);

G=goY" + Y"1+ .. . +gm g €C[X,Z]

geschrieben haben.
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27. Vorlesung,
Mittwoch,
15.2.2012 (8-10
Uhr)

Da (0 : 1 : 0) nicht auf C oder D liegt, sind fy, g0 # 0. Offensichtlich ist
Resy(F,G) € C[X, Z].m- Wenn C und D unendlich vielen Schnittpunkte haben,
dann muss Resy(F,G) identisch verschwinden und es folgt, dass F und G
einen gemeinsamen Faktor besitzen. Haben C und D hingegen endlich vielen
Schnittpunkte, so konnten wir R anfangs zusitzlich auflerhalb der (endliche
vielen) Verbindungslinien zwischen den Paaren von Schnittpunkten wahlen.
Die Projektionen der Schnittpunkte auf der Gerade y = 0 sind dann paarweise
verschieden. Wir konnen die Resultante als Produkt von Linearfaktoren

Resy(F,G) = [ [ Lp"
P

faktorisieren, wobei jeder der Linearfaktoren genau einem der Schnittpunk-
te entspricht. Wir definieren die Schnittmultiplizitat ip(C, D) := np als die
Vielfachheit von Lp in der Resultante. Es gilt dann offensichtlich

Y ip(C,D)=n-m
P

O

Bei diesem Beweis bleibt allerding unklar, dass die so definierte Schnittmultipli-
zitdt ip unabhdngig von den gemachten Wahlen ist, und nur von dem lokalen
Verhalten der Kurven in einer Umgebung von P abhéangt.

wl, Lk

Etienne Bézout (1730-1783)

(4.4 Bézout, Clebsch und Riemann Eine glatte projektive Kurve C C IP?
ist eine kompakte Riemannsche Fliache. In diesem Spezialfall kénnen wir die
Schnittmultiplizitdt mit einer weiteren Kurve D als Verschwindungsordnung
einer auf C meromorphen Funktion definieren.

Definition: Die Schnittpunkt-Multiplizitit von C und D = V(G) in P € C ist
ip(C,D) == vp(¢)

148



wobei
¢:=G/G mit G'(P) #0

und Grad(G) = Grad(G') ist. Man iiberzeugt sich schnell, dass dies nicht von
der Wahl von G’ abhéngt.

Definition: Der Schnitt-Divisor von C und D ist

€-D)= Y ip(C,D)P
reCnD

Ist Grad(G) = Grad(G') und ¢ := G/G' € M(C), so ist
(€C-D)—(C-D)=(¢),
wobei V(G) = D, V(G') = D’ gilt.

(@)= P+@+R = (Pr@'«r') .

Folgerung: : - 3
C-D)=(C-D).

Insbesondere ist also

Grad(C - D) = Grad(C - D')

Indem wir fiir G’ das Produkt von Linearformen wihlen folgt schlieflich

Grad(C - D) = Grad(C).Grad(D'),
also der Satz von Bfzout!

Die Polare.

Die Polare eines Kegelschnitts beziiglich eines Punktes P ist die Verbindungsli-
nie zwischen den Beriihrungspunkten der Tangenten des Kegelschnitts, welche
durch P verlaufen.
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Es stellt sich allgemeiner die Frage, wieviele Tangenten man durch einen
gegebenen Punkt P an eine Kurve zeichnen kann.

An die hier gezeichnete Kubik finden wir anscheinend 6 Tangenten.
Definition: Ist P = (4,b,¢) und F € C[X, Y, Z]; so heif$t

VpF := adxF + adyF + cdzF

die Polarform von F beziiglich P.

Die Polarform ist also eine allgemeine Linearkombination der partiellen Ablei-
tungen von F.

Lemma:
1) Die Polarform VpF verschwindet nur dann identisch, wenn F als Produkt
von Geraden durch P zerfillt. Die Kurve C = V(F) ist dann ein Stern.
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2) Ist F reduziert und kein Stern, so haben F und VpF keinen nicht-konstanten
gemeinsamen Faktor.

Beweis: 1) Nach linearen Koordinatentransformation kénnen wir P = (0,0,1)
voraussetzen und dann ist VpF = dzF. Aber d7F = 0 bedeutet gerade, dass
F = F(X,Y). Nach dem homogenen Hauptsatz der Algebra ist F ein Produkt
von Linearfaktoren in X und Y.

2) Wenn F und 9dzF ein irreduzibelen Faktor G gemeinsam haben, also F =
G-H, dzF = G- K, dann teilt G das Polynom 907G - H und da Grad(dzG) <
Grad(G) ist auch H. Das bedeutet aber dass F von G? geteilt wird. O

Definition: Ist C = V(F) eine projektive algebraische Kurve und kein Stern, mit
F reduziert, so heifst
VpC:=VpF

die Polare von C beziiglich P.
Proposition: Fiir eine glatte Kurve C C IP? gilt

QeVplNC & peTpl
Beweis: Q € VpC NC bedeutet gerade
VpF(Q) = F(Q) = 0.

Dies bedeutet aber genau, dass P auf der Tangente an C in Q liegt. O

Wir folgern hieraus den
Satz iiber die Polare
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Durch einen Punkt P lassen sich (mit Vielfachheit gezihlt)
d(d—1)
Tangenten an einer glatten Kurven ziehen. Die d(d — 1) Beriihrungspunkten liegen

auf einer Kurve von Grad d — 1, namlich der Polaren von C beziiglich P.

Ein weitere Folgerung ist folgende sehr niitzliche Formel

Formel von Riemann-Clebsch

Die Riemannsche Fliiche zu einer glatte Kurve C C IP? von Grad d hat Geschlecht

#() = (d—l)z(d—z)

Beweis: Wir wéhlen einen Punkt P ausserhalb von C und eine beliebige Gerade
L ~ IP!, die nicht durch P verlauft. Wir erhalten durch Projektion von P auf L
eine holomorphe Abbildung

m:C— 1L

Ein Punkt Q wird dabei auf den Schnittpunkt von L mit der Verbindungsgerade
von P und Q abgebildet. Die Abbildung 7t hat Grad d, da die Kurve Grad 4
hat und P ¢ C vorausgesetzt wurde. Mit der Formel von RIEMANN-HURWITZ
folgt nun

xX(C)=2-2¢9=2d—(d—1)d=(3—d)d

was durch Umstellung die Formel g = (d —1)(d — 2) /2 liefert. a.

ALFRED CLEBSCH (1833-1872)
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Das Geschlecht einer glatten projektive Kurven von Grad 4 ist in der unterste-
henden Tabelle erfasst:

d{1(2]3|4|5]|6
g10]0]|1|3|6]|10

Eine Riemannsche Fliche von Geschlecht 2,4, 5, ... kann also schon auf Grund
dieser Formel nicht in P2 eingebettet werden. Andererseits wissen wir, dass
jede Riemannsche Flache als Kurve mit gewdhnlichen Doppelpunkte dargestellt
werden kann.

Zusatz

Besitzt die irreduzible Kurve C & gewdhnliche Doppelpunkte, so hat die Riemannsche
Fliiche C das Geschlecht

g(g>:(d—1)2(d—2)_5

Den Beweis will ich hier nicht genau ausfiihren. Die Idee ist aber einfach zu
erkldren. Wir beobachten genau, was mit den Tangenten durch P passiert,
wenn die Kurve einen gewohnlichen Doppelpunkt entwickelt.

.

Man sieht, dass dann zwei der Tangenten durch P zu uneigentlichen Tangen-
ten durch den Doppelpunkt werden. Fiir die Berechnung der Verzweigung
der Abbildung 7t : C — L miissen wir also zwei Verzweigungpunkte pro
Doppelpunkt abziehen und finden die obigen Formel.

Eine Quartik mit 0, 1,2, 3 Doppelpunkten hat somit Geschlecht 3,2,1,0, und
eine Quartik mit 4 Doppelpunkten kann nicht irreduzibel sein.
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(4.5) Geometrie der Divisorenklassengruppe Die Divisoren auf einer Rie-
mannsche Flache X, modulo lineare Aquivalenz, bilden die Divisorenklassen-
gruppe CI(X). Die Untergruppe CI°(X), welche aus Divisoren von Grad 0 be-
steht, wird mit der ABEL-JacoBI Abbildung isomorph auf den g-dimensionalen
Jacobi-Torus Jac(X) abgebildet

CI%(X) — Jac(X).

Ist X = C eine glatte projektive Kurve, so haben diese Gruppen ganz hiibsche
geometrische Beschreibungen.

Wir fangen an mit Quadriken. Eine glatter Quadrik Q hat Geschlecht ¢ = 0. Je
zwei Punkte sind linear dquivalent. In der Tat, wenn P, P’ € Q so liefern die
Geraden L und L' durch P, P’ und einen beliebigen weiteren Punkt Q € X die
lineare dquivalenz

Q+P=C-L=C-L'=Q+P,

also

P="P.

Fur Kubiken ist dies ganz anders: eine glatte Kubik C hat Geschlecht g = 1. Die
analoge Konstruktion
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liefert jetzt

P+Q=P+0Q,

aber wenn P # Q ist, dann sind P und Q sicher nicht linear dquivalent
zueinander (tiberlege warum!)

Indem wir jetzt einen Basispunkt O € C wihlen, finden wir

r/” N

o

P+Q=0+S

oder
(P-0)+(Q-0)=(5-0)
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Durch die Festlegung
P®Q:=S

erhalten wir eine Addition von Punkten von C und die Bijektion
¢:C—CI°C, P—P-0

wird zum Isomorphismus von abelschen Gruppen.

Ist C in Weierstra-Form und O = (0 : 1 : 0), so erhalten das bekannte
Verfahren mittels Verdindungslinie-und-Spiegeln-an-der-x-Achse.

S = PEPR

POQ

Allgemein nennt man einen Punkt P Wendepunkt, von C, wenn
ip(TpC,C,P) > 3
gilt. Auf einen Kubik ist P genau dann Wendepunkt, wenn
TpC-C =3P
Sind P und Q Wendepunkte von C, so ist
3P =TpC-C=TyC-C =3Q
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also finden wir
3(P-Q)=0

Wenn wir unseren Basispunkt O = Q wabhlen, so sehen wir dass P genau
dann ein Wendpunkt von C ist, wenn P — O ein 3-Torsionspunkt in CI°(C) =
Jac(C) = C/T ist. Es gibt also immer 9 Wendepunkte!

Uberlege, dass die Verbindungs-Linie zweier Wendepunkte die Kubik in einem
weiteren Wendepunkt schneidet. Insgesammt erhalten wir so 12 Geraden und
somit eine Konfiguration von 9 Punkte und 12 geraden; auf jede Gerade liegen
drei der Punkte; durch jeden der neun Punkte gehen vier der Geraden. Mann
nennt dies die Hesse-Konfiguration

Lupwic OtTo HESSE (1811-1874)

Wir wenden uns jetzt glatten Quartiken X zu.
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Solche Kurven wurden im 19. Jahrhundert von Mathematikern wie PLUCKER
und Hessk ausfiihrlich untersucht.

Jurrus PLUCKER (1801-1868)

Die 28 Bitangenten einer solchen Kurve bilden eine besondere Konfiguration
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Wir wihlen einen beliebigen Basis-Divisor B bestehend aus 3 Punkten von X.
Ein beliebiger Divisor von Grad 0 ist linear dquivalent zu einem Divisor der
Form

»

%
%
//
\\
N
N

A

Pi+P,+ P;—B.

Insbesondere konnen wir
Pi+P+P—B+0Q1+Q+Q3—B

in diesen Form schreiben. Wie geht das?
Waihle eine Kubik C durch Py, P, P3, Q1, Q2, Q3 Es ist dann

X-C=P+P+P3+ 01+ Q2+ Q3+ Rest

wobei Rest aus den restlichen 4.3 — 3 — 3 = 6 Punkten besteht. Wihle nun eine
weiteren Kubik C’ durch die neun Punkten Rest und B. Wir haben dann

X-C=Ri+Ry+ Rz + B+ Rest
wobei Ry, Ry, R3 die weitere Schnittpunkte von C' mit X sind. Wir folgern

(PP+P,+P3—B)+(Q1+Q2+Q3—B)=R; +Ry+R3 — B
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Dies definiert auf geometrische Weise eine Addition von Tripeln von Punkten
von X. Ist w € O(X) ein holomorphes Differential auf X und B = 3P, so liefert
das abelsche Theorem

Py P P3 Q1 Q Q3 Ry Ry R3
/w+/ w+/ w+/ w—i—/ w—i—/ :/ w—l—/ w + w
P P P p p P P P P

Jetzt ist also auch klar, warum die R; algebraisch von P; und Q; abhédngen....

Der Schnitt von X mit einer Gerade L ist ein Divisor H = (X - L) von Grad 4.
Mit Riemann-Roch folgt

I(H —I(K—H)=4-3+1=2.

Wenn wir die Gerade L bewegen, erhalten wir eine durch P? parametrisierte
Familie von Divisoren D. Also ist I(D) > 3. Folglich muss /(K — D) > 1 sein.
Da aber auch Grad(K) = 2g — 2 = 4 gilt, muss K = H sein. Anders gesagt:
Geraden schneiden auf X kanonische Divisoren aus! Ausserdem folgt [(H) = 3
(und I(K — H) = 1), dass heisst: diese Schnitten (X - L) bilden das vollstindige
Linearsystem |X - L|.

Ein allgemeiner Kegelschnitt C schneidet X in 4.2 verschiedenen Punkten.
Hesse und PLUCKER beschreiben die Systeme von Kegelschnitten C, die X
tiberall bertihren. Von Beriihrung spricht man, wenn die 4.2 = 8 Schnittpunkte
von X und C in Paare zusammen fallen.
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Ist D der Divisor D welcher aus den vier Kontaktpunkten besteht, so konnen
wir
X-C=2D

schreiben. Eine besondere Losung entsteht, wenn wir fiir C eine doppelt
zidhlende Gerade L nehmen. Der Schnittdivisor ist dann 2.H, wobei H := X - L
ist. Fiir die weiteren Bertihrdivisoren D gilt dann

2D =2H

oder
2(D-H)=0

Dies besagt, dass D — H ein 2-Torsionspunkt in CI(X) ist. Da aber CI°(X) ~
Jac(X) und da allgemein Jac(X) ~ (C$/T) = (R/Z)% ist, gibt es 228 =
26 = 64 2-Torsionspunkte. Wir finden also 63 Divisorenklassen D # H mit
2(D — H) = 0. Aus Riemann-Roch folgt /(D) = 2, da [(K — D) = 0. Die 63
Divisorenklassen bewegen sich jeweils in ein IP!. Somit besitzt eine glatte
Quartik 63 Systeme von Kontaktkegelschnitten....
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